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Capitulo 1

Introducao

1.1 Por que Légica Nebulosa (“Fuzzy Logic”)?

No mundo real usamos palavras como: muito, pouco, grande, pequeno, freqlientemente, raramente,
etc. para descrever situagoes. Estas situagdes nao sdo nitidamente definidas e ndo podem ser
precisamente descritas. Por exemplo, as frases abaixo sdo de uso corrente em nossa linguagem, e
apesar de transmitirem informacgoes imprecisas elas sdo usadas em tomadas de decisoes:

e O carro estd andando muito rapido, pise no freio.
e Ele é uma pessoa muito feliz.
e Esta sala é pequena para todos os alunos, reserve outra maior.

e Nesta cidade a temperatura freqiientemente esta muito alta, por esta razio gastamos muita
energia nos condicionadores de ar.

A descricao completa de um sistema real em muitos casos requer dados extremamente detalhados
e muito além do que um ser humano poderia simultaneamente, processar e entender. No entanto,
freqiientemente executamos tarefas complexas que para serem descritas precisam destes termos
imprecisos que nao pode ser modelados pela matematica tradicional de conjuntos. Podemos citar
exemplos simples, que encontramos no nosso dia a dia:

e Preparacao de pratos a partir de receitas.
e Estacionar um carro.
e Controlar uma carteira de investimentos.

Nestas atividades especialistas usariam frases como:

e Coloque no forno até ficar no ponto.
e Vire o volante um pouco para & direita.

e Se a taxa de juros subir muito e o déficit for alto poderemos ter uma recessao branda.

A Logica Nebulosa provou ser capaz de aproximar complexos sistemas nao lineares, com poucas
regras deste tipo. Modelos Nebulosos tem as seguintes caracteristicas:

e Utilizam regras que conseguem expressar as imprecisoes e aproximagoes dos métodos de
decisoes dos especialistas.

e S30 mais faceis de construir, entender, manter, testar.
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Podem ser prototipados em menos tempo.

e S30 mais robustos e conseguem trabalhar com falta de regras.

Podem trabalhar com informagdes imprecisas.

Podem chegar a conclusdes de maneira paralela.
e Acumulam evidéncias contra e a favor de proposicoes.

Algumas desvantagens de Sistemas que utilizam 16gica nebulosa sdo:

e E mais dificil desenvolver um modelo a partir de um sistema nebuloso;

e Embora sejam mais faceis de construir e prototipar que sistemas convencionais, eles neces-
sitam que sejam executadas mais simulagoes e necessitam de mais sintonia antes de serem
definitivamente aprovados;

e N3o tem uma defini¢do matemaética precisa e nitida como os sistemas tradicionais.

1.2 Histoéria

O estudo da nebulosidade (fuzzyness) comegou no final do século XIX (KOSKO, 1997). Um conceito
é nebuloso, ou vago, quando ele é indeterminado, indefinido, ou seja os seus limites sdo nebulosos,
pouco definidos.

Embora conjuntos cldssicos sejam a base de toda teoria matematica moderna, eles apresentam
dificuldades quando aplicados a uma enorme classe de problemas do mundo real, entre estes estao
os problemas nebulosos. A utilidade da logica e da teoria dos conjuntos para a modelagem de
sistemas é indisputada. No entanto, h4 sistemas complexos, onde nao é possivel conseguir equacoes
que os descrevam completamente ou casos onde a dicotomia intrinseca da teoria dos conjuntos nao
consegue descrever a situacio.

Considere o problema de definir o limite de um determinado conjunto. A definicdo deste
limiar pode conduzir a paradoxos e a quebra da lei de Aristételes conhecida como a lei da ndo
contradicdao. Esta lei afirma que a intercessao de um conjunto com seu complemento é o conjunto
vazio (AN A = ()), ou seja um elemento nido pode pertencer a um conjunto e ao seu complemento
a0 mesmo tempo.

O problema da defini¢do do limiar leva ao paradozo Sorites, atribuido ao dialético, Eubulides
de Mileto, que era um adversario de Aristételes. O paradoxo se enuncia com os seguintes termos:

“Quando um monte de areia deiza de ser wm monte de areia, caso retiremos um grao
de areia de cada vez?”

O estudo da problema da indefini¢do na légica interessou pensadores importantes como Ber-
trand Russel que fez as seguintes afirmagdes:

“Toda linguagem € vaga.” “Indefinicdo, claramente, é uma questdo de grau.” “Toda
logica tradicional habitualmente assume que simbolos precisos estao sendo empregados.
Portanto, nao é aplicavel a vida terrestre mas somente para uma imagindria eristéncia
celestial.”

Russel encontrou um outro paradoxo na teoria dos conjuntos, o paradoxo do mentirosos de
Creta. Este paradoxo, também conhecido desde a antigiiidade, pode ser enunciado da seguinte
maneira: o poeta cretense diz que todos os cretenses mentem. Estara ele dizendo a verdade? Se
ele mente, como todos, entao ele diz a verdade. Se ele diz a verdade entdo ele estd mentindo.
Transferindo este paradoxo para os dias atuais e a teoria dos conjuntos podemos indagar: o
conjunto de todos os conjuntos que nao sdo membros de si mesmo é um membro de si mesmo? Se
ele ndo é entao ele é. Caso ele seja entdo ele ndo é. Aqui temos que A e nao A sdo possiveis e a
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lei da nao contradicdo falha. Em 1923 Russel prop0s que esta lei deveria ser relaxada para que os
paradoxos e a indefini¢do das afirmagbes pudessem ser tratados (RUSSEL, 1923).

O matematico polonés Jan Lukasiewicz em 1920 desenvolveu a primeira légica multivalorada
ou nebulosa. Kaplan e Schott e outros mateméticos propuseram, na década de 50, as operagoes
max e min para definir a algebra dos conjuntos nebulosos.

O pesquisador que cunhou o termo "Fuzzy Logic", que traduziremos por Loégica Nebulosa,
foi o professor Lotfy Zadeh da Universidade da Califérnia que em 1965 publicou o paper "Fuzzy
Sets"(ZADEH, 1965). Este artigo usou fuzzy para significar vague, termo que era empregado usu-
almente na literatura técnica. Desde entao fuzzy tem sido o termo mais comumente empregado.
O estudo da logica multivalorada é anterior a esta época, mas o professor Zadeh, praticamente
sozinho, trouxe novamente para o primeiro plano o estudo desta teoria. A logica nebulosa estende
a logica convencional incluindo o conceito de verdade parcial, valores entre totalmente verdade e
totalmente falso. Em 1973 ele formulou o que passou a ser chamado de principio da incompatibi-
lidade.

Principio 1.1 A medida que a complezidade de um sistema aumenta, nossa habilidade para fazer
afirmacdes precisas e que sejam significativas acerca deste sistema diminui até que um limiar é
atingido além do qual precisio e significdncia (ou relevdncia) tornam-se quase que caracteristicas
mutuamente exclusivas.

O pesquisador Ebrahim H. Mamdami do Queen Mary College em Londres, no ano 1977, aplicou
a logica nebulosa para criar um sistema baseado em regras nebulosas com a finalidade de controlar
uma maquina & vapor (MAMDANTI, 1977). Este sistema pode ser considerado o inicio da engenharia
nebulosa (KOSKO, 1997).

1.3 Sistemas Nebulosos em Produtos Comerciais

A logica nebulosa é empregada em diversos produtos comerciais, de aspiradores de p6 até altos
fornos em siderurgicas, de sistemas para auxiliar na escolha de tacos de golfe até sistemas para
negociar acoes em bolsa.

Em 1976, a primeira aplicagdo comercial de logica nebulosa foi desenvolvida pelas empresas
Blue Circle Cement e SIRA na Dinamarca (YEN; LANGARI, 1999). O sistema controlava um
forno de cimento incorporando o conhecimento de operadores experimentados para melhorar o
desempenho do carvao sidertrgico por meio de uma moagem mais homogénea. Este sistema
operou até 1982.

Um sistema emblematico é o que controla o metro na cidade japonesa de Sendai. O sistema
opera uma linha de 13,6 km com 16 estacoes e foi desenvolvido pela Hitachi. O governo japonés
exigiu testes exaustivos que incluiram 300.000 simulagdes e 3000 rodadas no metro vazio, antes de
autorizar o funcionamento em 1987. Condutores humanos ainda controlam o sistema, fora das horas
de pico para manterem suas habilidades. Outra histéria de sucesso no Japao foi o desenvolvimento
pela Fuji Electric de um sistema de tratamento de dgua. Estes dois sistemas levaram anos para
serem colocados em funcionamento real devido a varias davidas sobre a eficicia e seguranca dos
sistemas nebulosos.

Em 1988 o governo japonés executou um cuidadoso estudo da viabilidade de criar projetos de
pesquisa nacionais em logica nebulosa envolvendo universidades e industrias. Como resultado dois
grandes projetos foram langados pelo Ministério da Indastria e Comércio Internacional e a Agéncia
de Tecnologia e Ciéncia. Somente o projeto lancado pelo Ministério, chamado de Laboratory for
International Fuzzy Engineering Research (LIFE) englobava 50 companhias e tinha um or¢amento
de US$ 5.000.000.000,00 para serem gastos em seis anos.

Matsushita Electric Industrial Co. (Panasonic) foi a primeira companhia a aplicar l6gica
nebulosa em um produto para o consumidor, um chuveiro elétrico, em 1987. Em 1990, Matsushita
lancou uma méaquina de lavar controlada por um sistema nebuloso e langou uma enorme campanha,
publicitaria para popularizar o produto que tinha uma palavra estrangeira fuzzy em seu nome. O
sucesso da campanha pode ser medido pelo fato de que esta palavra passou a ser usada no Japao
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com o significado de inteligéncia. Fuzzy ganhou a medalha de ouro para novas palavras no ano
de 1990. Este sucesso levou outras empresas que produzem bens de consumo duraveis a lancar
uma leva de produtos com légica nebulosa: aspiradores de pd, maquinas para cozinhar arroz,
refrigeradores, maquinas fotograficas, etc.

Este sucesso se espalhou pelo mundo e a Europa e em menor grau os Estados Unidos, onde a
logica nebulosa tinha sido "inventada", iniciaram projetos na &area.

A dificil aceitagdo da logica nebulosa na Europa e nos Estados Unidos foi atribuida por Bart
Kosko a uma reacao da mente ocidental aristotélica, acostumada a tudo classificar precisamente,
& indefinicdo inerente aos sistemas nebulosos (KOSKO, 1994). A uma frase no final do primeiro
capitulo da primeira parte deste livro de Kosko que, traduzida livremente, diz: "A l6gica nebulosa
comeca onde a logica ocidental termina".



Capitulo 2

Definicoes Basicas

2.1 Introducao

Na logica tradicional Aristotélica os objetos sao classificados em categorias muito bem definidas;
um objeto pertence a uma categoria ou ndo; uma figura geométrica ou é um quadrado ou n3o;
um animal é selvagem ou ndo. No mundo idealizado, estas separacdao em categorias ideais pode
servir para classificar objetos e seres, no entanto no mundo real ela falha em um grande ntimero de
situagoes. Como definir exatamente quem é alto, ou quando uma, temperatura esta muito quente?

Usaremos os termos conjuntos classicos ou nitidos (crisp) para nos referirmos aos conjuntos
definidos a partir das operagoes da légica tradicional. Neste capitulo apresentaremos as defini¢oes
e as diferencas bésicas entre conjuntos classicos e nebulosos. Mostraremos as definicbes basicas
de logica nebulosa e como representar e operar com conjuntos nebulosos. Serdo discutidas as
varias formas alternativas de definir as operacoes bésicas que podem ser realizadas sobre conjuntos
nebulosos: unido, interseccao e negacao.

2.2 Representacao de Informacao

Os dados que representam informagcao sao derivados de entidades existentes no mundo real. No
entanto, estes dados tem propriedades caracteristicas, e é necessirio conhecé-las para que possamos
tratar corretamente as informacoes do mundo real. Deste modo poderemos fazer associagoes
coerentes entre os varios tipos de dados e as entidades que queremos representar.

Existem quatro tipos basicos de dados de acordo com a informacao que eles contém.

Tipo Nominal: refere-se a uma entidade ou evento no qual ndo hé relacées de ordem e o
Unico teste possivel é de igualdade. Por exemplo, 0 nome de uma pessoa. Um possivel conjunto
deste tipo é o dos alunos de uma turma:

alunos = {maria, ana, pedro}

Notar que neste caso o elemento pertence ou nao ao conjunto, e nenhuma outra informagao
esta contida no dado.

Tipo Ordinal: um dado Ordinal identifica a posi¢do de uma entidade ou evento em uma
hierarquia cujos intervalos nao sao definidos exatamente. Por exemplo, a classificacdo de um aluno
em ruim, médio, bom e excelente é de tipo Ordinal. Notar que o intervalo entre os elementos nio
pode ser definido com precisao.

aluno = {ruim, médio, bom, excelente} (2.1)

Os dados podem ser comparados quanto a igualdade, superioridade e inferioridade. Um aluno
excelente seria 0 que mais se aproxima da defini¢do de aluno ideal para o professor. Isto implica

5
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que representar coisas indefinidas estd intimamente ligado a expressar distancias de um padrao
ideal.

Conjuntos nebulosos podem representar dados cuja definicdo de inclusdo se comporta como
uma varidvel deste tipo.

Tipo Intervalo: representa dados cujos intervalos entre os valores na escala podem ser defi-
nidos com exatidao. No entanto, nao ha um ponto zero claramente definido. Um exemplo béasico
é o calendéario onde o ano 2000 esta 1000 anos depois do ano 1000. No entanto, como nao temos
a definicao exata do inicio dos tempos, nao se pode afirmar que o ano 2000 esta duas vezes mais
distante deste inicio. Dados deste tipo podem ser comparados quanto a igualdade, superioridade e
podem ser subtraidos um dos outros. Conjuntos nebulosos podem ser projetados para incorporar
este tipo de informacao desde que o projetista assim o deseje.

Tipo Proporcional: Dados deste tipo sdo parecidos com os do tipo intervalo, com a diferenca
sendo a escala, que neste caso tem um zero absoluto. Por exemplo, é correto afirmar que 20 graus
Kelvin sao duas vezes mais quentes que 10 graus Kelvin. O mesmo nao se pode afirmar em relagao
a temperaturas medidas em graus Célsius. Novamente, conjuntos nebulosos podem ser usados
para representar este tipo de dados.

Podemos verificar entdo que conjuntos nebulosos podem representar estes dois dltimos tipos
de dados enquanto que conjuntos classicos nao os podem representar.

2.3 Conjuntos Classicos

Um conjunto cléssico, ou nitidamente definido, A é uma cole¢ido de elementos ou objetos x exis-
tentes em um universo de discurso X (A C X). Cada elemento = do universo pode pertencer ao
conjunto A (z € A) ou ndo (z ¢ A).

Um conjunto classico pode ser descrito de diversas maneiras. Podemos empregar os diagramas
de Venn, que mostram graficamente os elementos que pertencem a um determinado conjunto.
Outros modos sdo, por exemplo, podemos listar os elementos que pertencem ao conjunto, descrever
analiticamente estes elementos ou usar uma func¢io que ao assumir o valor 1 indica que o elemento
pertence ao conjunto. Para indicar que o elemento nao pertence pode-se usar o valor 0.

Por exemplo:

frutas iniciando com letral = {laranja,limao, ...}
ndmeros menoresque20 = {x € R|z <20}
alto — { 1 sealtura > 1,80
0 sealtura < 1,80

No primeiro conjunto o universo de discurso é composto por todas as frutas e as frutas que
pertencem ao conjunto comecam com a letra 1. O segundo conjunto é composto por todos os
nimeros reais menores que 20. Finalmente no ultimo exemplo temos o conjunto de todas pessoas
cujas alturas sao maiores ou iguais a 1,80 m.

Caso exista uma funcdo que defina se um elemento pertence ou ndo ao conjunto, esta funcao
costuma se chamada de funcdo caracteristica ou de inclusdo.

Defini¢ao 2.1 Fungao de Inclusdao em Conjuntos Classicos: Um conjunto cldssico A, de-
finido em um universo de discurso X, pode ser definido pela sua funcdo de inclusio x — {0,1},
que mapeia cada elemento de X em 1 ou 0 dependendo se o elemento € ou ndo um membro do
conjunto. Isto pode ser representado por:

wer{ § 2254 =

Um conjunto classico introduz um limiar que especifica quando um elemento deixa de participar
de um conjunto. Por exemplo, podemos considerar que altos sao todos os serem humanos cuja
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1,00 - - - _ _ ____

0 1,8 "Altura

Figura 2.1: Uma possivel defini¢do do conjunto classico das pessoas altas.

altura seja maior ou igual a 1,80 m (Figura 2.1). Uma dificuldade que surge é como escolher este
limiar, que deve ser exato? Esta dificuldade leva ao, j4 mencionado, paradoxo de Sorites.

Qual o tamanho de um determinado conjunto A? Este tamanho ou a cardinalidade de um
conjunto é definido pela contagem de todos os elementos que pertencem ao conjunto. Este nimero
também pode ser chamado de ntimero cardinal de A.

Definig¢ao 2.2 Cardinalidade de Conjuntos Classicos: A cardinalidade de um conjunto clds-
sico A é medida pela contagem de todos os elementos que pertencem a este conjunto, e é denotada
por |A|.

A partir desta defini¢do temos que conjuntos discretos que sdo compostos de um numero finito
e contével de elementos tém uma cardinalidade finita, ao passo que conjuntos continuos compostos
de um nidmero infinito de elementos tem cardinalidade infinita.

Defini¢ao 2.3 Conjunto Poténcia de um Conjunto Classico: Dado um conjunto A, o con-
junto poténcia de A € o conjunto de todos os subconjuntos de A. Este conjunto é denotado por
24,

Exemplo 2.1: Seja um conjunto A, composto de trés elementos, A = {1, 2,3}, de maneira que a
cardinalidade deste conjunto é |A| = 3. O conjunto poténcia de A é dado por:

2% = {0, {1}, {2}, (3}, {12}, {1,3}, {2, 3}, {1,2,3}}

A cardinalidade do conjunto poténcia de um conjunto A é denotada por |24|, e pode ser
calculada como
24 =214 =23 =8

Caso a cardinalidade do conjunto seja infinita, entdo a cardinalidade do conjunto poténcia também
é infinita.

Conjuntos podem conter subconjuntos. Um conjunto A é um subconjunto de B, denotado por
A C B, se e somente se cada elemento de A é um elemento de B. O conjunto poténcia de B, 28
contém todos os subconjuntos de B. Portanto, podemos dizer que o conjunto A é subconjunto de
B se A pertence ao conjunto poténcia de B.

2.3.1 Operagoes Basicas em Conjuntos Classicos

Sejam A e B dois conjuntos de um Universo X. A unifo entre estes dois conjuntos, denotada
por A U B, representa todos os elementos que pertencem ou ao conjunto A, ao conjunto B, ou
a ambos os conjuntos ao mesmo tempo. A interseccdo dos dois conjuntos, denotada por A N B,
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representa todos aqueles elementos do universo X que simultaneamente pertencem a ambos os
conjuntos A e B. O complemento do conjunto A, representado por A, é definido como a cole¢io
de elementos do universo X que ndo pertencem ao conjunto A. A diferenca do conjunto A com
respeito ao conjunto B, representada por A | B, é definida como a cole¢do de todos os elementos
do universo que pertencem 3 A e que ndo pertencem & B. A unido exclusiva entre os conjuntos
A e B, representada por A ® B, é definida pelo conjunto dos elementos que pertencem & A e nao
pertencem & B ou pertencem & B e ndo pertencem 4 A. Em termos de simbolos matemaéticos estas
defini¢oes tém a seguinte forma:

AUB = {xz|z€Aoux € B} (2.3)
ANB = {z|xz€Aexc B} (2.4)

A = {z|x¢Aexe X} (2.5)
A|B = {z|xz€Aex¢ B} (2.6)
A®B = {x|rxcAex¢ Boux ¢ Aex € B} (2.7)

Exemplo 2.2: Para mostrar o uso destes operadores vamos aplica-los aos conjuntos A e B
definidos abaixo. Vamos assumir que os elementos de A e B pertencem ao conjunto dos nimeros
inteiros.

A = {1,3,5,7,11,13,17}

B = {1,2,3,5,8,13,21}

AUB = {1,2,3,5,7,8,11,13,17,21}

ANB = {1,3,5,13}

AeB = {2,7,11,17,21}

AlB = {7,11,17}

A = {2,4,6,8,10,12,13,14,15,16,18,...}

2.3.2 Propriedades dos Conjuntos Classicos

Considere os conjuntos A, B e C definidos no conjunto universo X e o conjunto vazio (). A Tabela
2.1 mostra as principais propriedades dos conjuntos nitidamente definidos.

Tabela 2.1: Principais propriedades de conjuntos classicos

Comutatividade AUB=BUA ANB=BnNA
Associatividade AUu(BUC)=(AuB)UC ANn(BNnC)=(AnB)nC
Idempoténcia AUA=A ANA=A
Exclusdo/Nao Contradigio AUA=X ANA=1
Distributividade AUBNC) =(AUBN(AUQ) [AN(BUC) = (ANB)U(ANO)
Absorc¢ao AU(ANB)=A AN(AUB)=A
Involucido A=A
Elementos Neutros Aup=A ANX =A
Anh=10 AUX =X
Leis de DeMorgan ANB=AUB AUB=ANB

Estas propriedades podem ser provadas usando-se os diagramas de Venn. As leis de DeMor-
gan sao importantes na manipulacdo destas operagoes porque permitem que se transforme uma
operacdo que usa unido (intersecgdo) em intersecgdo (unido).

Outras importantes propriedades sdo a Lei da Nao Contradigao (AN A = () e a Lei da
Exclusdao do Meio (AU A = X). A Lei de Ndo Contradicio estabelece que nio é possivel a um
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elemento pertencer ao mesmo tempo a um conjunto e ao seu complemento, isto é os limites entre
os conjuntos sdo definidos muito nitidamente. Esta lei estabelece, por exemplo, que alguém nao
pode ser alto e ndo alto ao mesmo tempo. Nas palavras de Aristoteles (ARIST6TELES, 1969)

"E impossivel que o mesmo atributo pertenca e ndo pertenca ao mesmo sujeito, simul-
taneamente e sob a mesma relagdo... Nao é possivel, com efeito, conceber nunca que a
mesma, coisa seja e nao seja.".

A Lei da Exclusdo do Meio define que um elemento de um universo deve pertencer a um conjunto
ou ao seu complemento, ji4 que a unido de um conjunto com seu complemento define todo o
universo e portanto uma afirmacao deve ser verdadeira ou falsa, ndo existe meio termo.

Existe uma relacao entre operacgdes sobre conjuntos e operagoes logicas da algebra Booleana,
esta relacdo ndo é acidental. Se A, B e C representarem variaveis booleanas, N, U e A forem
substituidos por E, 0U e NAD, respectivamente, () for equivalente & FALSO e X for VERDADE, todas
as propriedades da Tabela 2.1 tornam-se propriedades bésicas (axiomas) da algebra Booleana.

Uma propriedade interessante da algebra Booleana é o principio da dualidade que estabelece:

Principio 2.1 Para qualquer lei da dlgebra Booleana, se os simbolos de E, 0U, FALSO e VERDADE
forem intercambiados respectivamente por 0U, E, VERDADE e FALSO, a equagdo resultante é uma lei
valida da dlgebra Booleana.

A metade esquerda da Tabela 2.1 pode ser obtida aplicando-se este principio & metade direita
e vice-versa.

2.4 Conjuntos Nebulosos

Em conjuntos nitidos a transi¢do entre um elemento pertencer a um conjunto ou nao ocorre
abruptamente, isto é, um elemento pertence ou ndo a um conjunto e ponto final. Em conjuntos
nebulosos esta transi¢do ocorre de forma gradual. Em conjuntos nebulosos a fun¢do de inclusao
tem uma defini¢do diferente daquela para conjuntos nitidos. As fronteiras entre os conjuntos nao
sdo nitidamente definidas e um elemento pode pertencer com um certo grau a um conjunto. Este
grau pode variar entre zero e um inclusive.

Da mesma maneira que um conjunto classico ou nitido pode ser definido pela sua funcao
caracteristica, um conjunto nebuloso (ZIMMERMANN, 1985) pode ser definido pela sua fun¢éo de
inclusdo u(.) € [0, 1]. Isto significa que um elemento pode ser membro apenas parcialmente de um
conjunto. Vamos considerar o exemplo do conjunto das pessoas altas. A funcdo de inclusdo no
conjunto de individuos altos pode, por exemplo, ter a forma da Figura 2.2.

H,
1,0/ - ______

o 1,7 1,8 1,9 "Altura

Figura 2.2: Defini¢cdo nebulosa do conjunto nebuloso das pessoas altas.

Neste caso uma pessoa com altura 1,80 m pertence ao conjuntos dos altos com grau de inclusao
de 0,5 e a que tem 1,90 m pertence ao conjunto com grau 1,0.



10 CAPITULO 2. DEFINIQOES BASICAS

Defini¢ao 2.4 Funcgao de Inclusao em Conjuntos Nebulosos: A funcdo de inclusao de
um conjunto nebuloso A € definida no seu universo de discurso sendo caracterizada pela fungao
u(.) : X — [0,1] que mapeia cada elemento de X em um nimero real no intervalo [0,1]. Para um
particular elemento, a fungao representa o grau de inclusdo do elemento no conjunto.

Funcoes de inclusao sdo ferramentas matemaéticas simples para indicar a participa¢do em um
determinado conjunto e para modelar o significado dos rétulos associados aos conjuntos. Uma
questao importante que aparece neste instante é: como definir as func¢des de inclusao? Elas
podem representar a maneira subjetiva pela qual um individuo entende uma determinada classe
de objetos ou pessoas. Considere, por exemplo, a defini¢do de uma pessoa alta mostrada na Figura
2.2, esta defini¢ao pode ser feita de diversas maneiras em funcio de caracteristicas, geograficas,
etérias, etc. Funcgoes de inclusao podem ser obtidas de diversas maneiras. Por exemplo, fungoes
podem ser criadas a partir das percepcoes dos especialistas sobre um determinado assunto. Outra
maneira é obter estas funcdes a partir de medidas estatisticas. Estas fun¢oes, que foram definidas
a priori, podem ser alteradas por resultados obtidos durante os testes do sistema no qual a légica
nebulosa foi empregada.

E importante ressaltar que funcoes de inclusdo néo estdo relacionadas com probabilidades.
Deste modo se uma pessoa tem uma altura igual a 1,8 ela pertence ao conjunto das pessoas altas
com grau 0,5, segundo a nossa defini¢cdo. Isto ndo significa que a probabilidade de encontrar no
universo das pessoas alguém com altura 1,8 seja igual a 0,5.

De acordo com esta definicdo conjuntos nebulosos permitem os seguintes tipos de inclusio:

Inclusao com grau: um elemento pode pertencer a um conjunto com um certo grau de
inclusdo. Este tipo de definicdo permite interpretar a inclusdo em um conjunto como tendo o
significado que alguns elementos do conjunto sdo mais representativos da idéia geral do conjunto
do que outros. Por exemplo, no caso do conjunto das pessoas altas uma pessoa de altura maior
ou igual a 1,70 m é mais representativa do conceito de pessoa alta do que uma pessoa de 1,65 m.

Inclusao em diversos conjuntos: com este tipo de definicdo um elemento pode ser membro
parcial de mais de um conjunto. Dependendo do grau de inclusio nos conjuntos é possivel concluir
a qual conjunto o elemento estd mais fortemente ligado. Por exemplo, considere a Figura 2.3 que
mostra as defini¢oes de dois conjuntos de temperaturas: médias e frias. Uma temperatura de 20°C
pertence aos conjuntos das temperaturas médias e frias. No entanto, ela pertence mais fortemente
ao conjunto das temperaturas frias (grau de inclusdo = 0,66) do que ao de temperaturas médias
(grau de inclusdo = 0,33), como est4 indicado na Figura 2.3.

10 fria média

066 [-----

033 |[---- |
|
|
I T R B
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 temp

Figura 2.3: Temperatura incluida em dois conjuntos difusos ao mesmo tempo.

Na literatura aparecem diferentes maneiras de representar um conjunto nebuloso. Um conjunto
nebuloso pode ser denotado como um conjunto ordenado de pares, sendo que o primeiro elemento
do par é o elemento do conjunto propriamente dito e o segundo o grau de inclusdo deste elemento no
conjunto. Consideremos entdo uma cole¢do de objetos indicados genericamente por X . Portanto,
um conjunto nebuloso A em X pode ser descrito como um conjunto de pares ordenados:

A= {(z,pa(z)) |z € X}
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onde 1 4(x) é grau de inclusao do elemento no conjunto (ua(z) € [0, 1]). Para simplificar a notagéo,
normalmente nao se lista os elementos com grau de inclusao igual a zero.

Exemplo 2.3: Um professor resolveu classificar com defini¢coes nebulosas os seus alunos de acordo
com as notas que eles obtiveram em sua disciplina. Vamos assumir que o conjunto de notas comega
em 0 e vai até 10 sempre aumentando de 0,5 em 0,5 pontos, ou seja

X ={0, 0,5, 1,...,9,5, 10}

Assim, o conjunto nebuloso A de alunos bons poderia ser definido, segundo a percepcao deste
professor, como

A={(6,5, 0,25),(7, 0,5),(7,5, 0,75),(8,1),(8,5, 0,75),(9, 0,5),(9,5, 0,25)}

Observar que, o professor, para o mesmo tipo de dado (aluno) pode definir outros conjuntos
como por exemplo: excelentes, ruins, médios, etc. Estes conjuntos podem se sobrepor, e portanto
um aluno pode ser classificado em dois conjuntos ao mesmo tempo.

Uma notacgao que é usada mais freqiientemente indica a unido de todos elementos que formam
o conjunto de forma explicita, é a seguinte

A= " = palw)/z (2.8)

x,€X

O sinal de somatorio na equacdo 2.8 é o indicador de unido. Esta equacdo assume que o
universo de discurso X é discreto. Nesta notacdo, o conjunto A de bons alunos pode ser definido
€omo:

A=6,5/0,25+7/0,5+7,5/0,75+8/1+8,5/0,75+9/0,5+9,5/0,25

Para um universo de discurso continuo, a equacao 2.8 é reescrita como

A= [ pa@)/a (29)

Um conjunto nebuloso A também pode ser descrito diretamente por sua funcdo de inclusdo
pa(z).

Exemplo 2.4: Um professor de educagao fisica resolveu fazer uma classificagdo de seus alunos
por altura, que fosse mais detalhada do que a ilustrada na Figura 2.2. A sua classificacio esta
ilustrada na Figura 2.4 e inclui as seguintes categorias para estatura: baixa, média e alta. A
equagao caracteristica do conjunto nebulos estatura média é

0 sealtura < 1,50
5-altura — 17,5 se 1,50 < altura < 1,70
—5-altura+ 9,5 sel,70 < altura < 1,90
0 sealtura > 1,90

Umédia(altura) =

Observar que um individuo com altura 1,60 est4 incluido em dois conjuntos. Ele pertence ao
conjunto de estatura média com grau 0.5 e ao conjunto de estatura baixa com grau 0,5.

Exemplo 2.5: Conjunto A de nimeros reais perto do namero 10.

1

A=Az pa(@) [ pa@) = g}
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[V
baixo média alto
1,0 — -

0 1,5 1,7 1,9 “Altura

Figura 2.4: Conjunto Nebuloso para Estatura Média.

2.4.1 Funcoes de Inclusao

A maior parte das funcées de inclusio utilizadas sdo do tipo unimodal. Este tipo de funcao garante
que a variavel terd somente influéncia local no problema. Por exemplo, considere o caso da funcao
de defini¢do do conjunto estatura média (Figura 2.4). Caso esta fungio fosse bimodal teriamos
duas alturas como alturas média padrao.

Definigao 2.5 Fungao Unimodal: A fun¢io de inclusao é considerada unimodal (ou convezxa)
se

Vi, 20 € X, YA € [0,1] : p(Azy + (1 — N)zo) > min(p(z1), p(z2)}

A Figura 2.5 ilustra um exemplo de func¢io unimodal ou convexa e de uma fun¢do bimodal.
Considere a fun¢ao de inclusdo unimodal pa(z) que indica quando um elemento = pertence ao
conjunto A. Caso pa(x) seja maior que pa(y), podemos entdo interpretar que x estd mais perto
da defini¢fo ideal do conjunto A do que y.

1

@ (b)

Figura 2.5: (a) Fun¢do unimodal e (b) Fungdo bi-modal

Conjuntos Nebulosos podem ser denotados por diferentes fun¢oes, algumas delas também usa-
das em conjuntos classicos com a mesma seméntica. Isto serve para ilustrar o fato de que conjuntos
nebulosos podem descrever conjuntos classicos também, e formam um sistema mais geral.

Definicao 2.6 Funcao Singular: A funcio de inclusio é chamada de singular (singleton)

quando
1 sex=1=

Sing(z) :{ 0 sex#7=
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A Figura 2.6 ilustra um exemplo de funcao singular. Um exemplo de uso funcoes singulares é
representar nameros no sentido classico.

Ko
L0~~~ ~=777

I

Figura 2.6: Funcao Singular.

Definicao 2.7 Fungoes Classicas: Uma fungdo cldssica € definida por dois pardmetros x1 e xs,
valor inicial e final do grau de inclusdo igual a 1. A sua defini¢do é

0 z<x
Clz)y=¢ 1 1 <z<ux
0 x>xo

Sao fungdes empregadas para definicdo de conjuntos classicos e a Figura 2.7 ilustra uma funcao
classica. Uma funcao cléssica representa um conjunto no sentido classico. Observar que se o ponto
da direita é deslocado para o infinito a fun¢o se torna semelhante & ilustrada na Figura 2.1. Esta
¢ a defini¢cdo normal de conjuntos classicos. O mesmo pode ser feito com o ponto da esquerda.

()
O e

x1 X2 %

Figura 2.7: Fungao classica.

Definicao 2.8 Representacao Linear: A representagdo linear também é definida por dois pa-
rdmetros e tem a sequinte defini¢cdo

0 T < I
L) = 700 w1 <z<1
0 T > T2

Este ¢ um dos mais simples conjuntos nebulosos. A Figura 2.8 ilustra um exemplo de funcao

linear crescente. Fungoes deste tipo normalmente sdo usadas para representar conjuntos nebulosos
nas extremidades do universo de discurso.
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L(x)
1,0

x1 X2 x

Figura 2.8: Funcao linear crescente.

Defini¢ao 2.9 Fungoes Triangulares: A funcdo triangular pode ser representada por trés va-
lores: o ponto a esquerda x1, 0 ponto onde o grau de inclusao vale um xo e o ponto mais 4 direita
x3. A sua equacdo tem a segquinte forma

0 T < T
a—wy <<

Tri(z) = { Tw “1=T=T2
EI=T L <
Xr3—IT2 2 = - 3
0 T > I3

As fungoes triangulares sdo empregadas freqlientemente devido a simplicidade de representagdo
e de utilizacdo. A Figura 2.9 ilustra como um conjunto nebuloso é definido em termos de uma
func¢do triangular.

Tri (x) |,
1,0

x1 X2 x3 X
Figura 2.9: Funcao triangular.
Defini¢ao 2.10 Fungées Trapezdidais: A fungao trapezoidal é também muita usada pelas mes-

mas razoes da funcgdo triangular. A funcdo trapezoidal pode ser representada usando-se apenas 4
valores. A sua equagdo tem a seguinte forma

0 T < I

r—x

oo, T1S3 <1
Tra(z)=4¢ 1 Ty <z < T3

Tq4—X

—144—13 To < x <3

xr > T3

A Figura 2.10 ilustra como um conjunto nebuloso é definido em termos de uma func¢ao trapezoidal.
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Tra(x) ,
1,0

Figura 2.10: Fungao trapezoidal.

Definicao 2.11 Funcao Sigméide: Uma fungdo sigmdide é definida usando trés pardémetros:
seu valor 0 de inclusao (o), seu valor 1 de inclusdo (v) e o ponto de inflexdo (3), que € o ponto
onde o valor da fungdo de inclusdo vale 0.5. Assim a fungdo pode ser definida como:

0 z <

2
“”“") a<zr<f

2
1-2-(£2) 829
1 x>y

(2.10)

A Figura 2.11 ilustra um exemplo de funcdo sigmoide crescente.

1 T T T T

08 r T

06 [ T

04r 7

Sigmoide

02r 7

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.11: Fungao sigmdide crescente.

Um uso comum desta func¢do aparece quando representamos freqiiéncias. Por exemplo no
conjunto usualmente onde o dominio é um conjunto de proporg¢des (Figura 2.12).

Defini¢ao 2.12 Funcao Beta: Uma funcdo beta é definida com dois pardmetros, o valor em
torno do qual a curva é construida (y) e um valor que indica a metade da largura da curva no
ponto de inflexio (3).

Assim a funcdo pode ser definida como:

—_

B(x;7,0) =

1+ (=)
A Figura 2.13 ilustra um exemplo de funcdo beta.
Esta func¢do aparece quando usamos os termos nebulosos em torno, perto de}, aprozimada-

mente, etc. O pardmetro 3 define a forma da curva e, por exemplo, o quanto perto do valor
central v um valor z esta.
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0 -
0 0.5 1

Figura 2.12: Conjunto nebuloso usualmente.

yB VY yp

Figura 2.13: Func¢ao Beta.

Exemplo 2.6: O conjunto dos numeros reais perto do ntimero 5 (Fig ra 2.14).

1

C@) =1 —sp

2.4.2 Terminologia de Conjuntos Nebulosos

Definig¢ao 2.13 Suporte de um Conjunto Nebuloso: O suporte de um conjunto nebuloso é
um conjunto nitido A definido da seguinte maneira:

Sa={ze X |pua(z) >0}

Um conceito relacionado ao de suporte é o de suporte compacto. O suporte é compacto
quando seu tamanho é menor que o universo de discurso original, como esta ilustrado na Figura
2.15. Caso a funcao de inclusdo nao seja compacta, veremos mais tarde que varias regras serao
ativadas por cada entrada causando que o sistema seja sobrecarregado e o importante conceito de
armazenamento e recuperacao de conhecimento local possa ser perdido.
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1 T

1/(1+(x-5)*(x-5)) —

0 2 4 6 8 10

Figura 2.14: Fung¢ao perto de 5.

S S
Suporte nao compacto Suporte compacto

Figura 2.15: Suporte compacto e ndo compacto.

Exemplo 2.7: Considerando o exemplo 2.4 podemos verificar que o suporte do conjunto A é o
conjunto S4 = {6.5,7.0,7.5,8.0,8.5,9.0,9.5}.

Definicao 2.14 Conjunto corte a: O conjunto nitido de elementos que pertencem ao conjunto
nebuloso A até pelo menos o grau o € chamado de conjunto corte a. O conjunto corte o é entdo
definido como:

Ay = {ze€X|palz)>a} (2.11)
A, = {ze X |pa(z)>al (2.12)

(03

O conjunto A’ é chamado de conjunto corte « forte.

A Figura 2.16 mostra um conjunto nebuloso com func¢do de inclusdo triangular compacta e o
corte a.

Qualquer func¢do de inclusdo unimodal com suporte ndo compacto pode ser transformada em
uma funcdo compacta, mas descontinua, com o corte «, como est mostrado na Figura 2.17.

Exemplo 2.8: Considerando novamente o conjunto do exemplo 2.4 temos os seguintes conjuntos:

Ags = {7.0,7.5,8.0,8.5,9.0}
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nivel alfa

0

Figura 2.16: Funcdo com suporte compacto e corte alfa.

1

nivel alfa

o— 1 1

Figura 2.17: Fun¢ao com suporte ndo compacto e corte alfa.

Ay, = {7.5,8.0,85}
Ao.7s {7.5,8.0,8.5}

Defini¢ao 2.15 Cardinalidade: Para um conjunto nebuloso finito A a cardinalidade |A| € de-

finida como
| A= ()
zeX
e a cardinalidade relativa de A € definida como
| A |

IA]l = X

Exemplo 2.9: A cardinalidade do conjunto do exemplo 2.4 ¢é igual a
|A|=0.25405+0.754+1.04+0.75+0.54+0.25 =4.0

e a cardinalidade relativa é 40
Al ==—=0.
4] = 57 =019
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A cardinalidade relativa pode ser interpretada como a fracdo de elementos de X que estdo em
A, ponderados pelos graus de inclusdo em A. Para conjuntos A infinitos a cardinalidade é definida
como

A= / wa(x)de
Claro que a cardinalidade ndo existe sempre.
Definigao 2.16 Altura: A altura de um conjunto nebuloso A é definida como
Ha = ma{jua (o)} (2.13)
e um conjunto € definido como normal se Hy = 1 e sub-normal no caso contrdrio.

Definicao 2.17 Distancia: Mede a distdncia que um valor estd da definicao ideal do conjunto
e € definida como
00 sepa(z) =0

L _ 1 casocontrario

d(A, z) = {

pa(z)

A Figura 2.18 ilustra este conceito.

d(A )

Figura 2.18: Distancia entre um ponto e a defini¢do ideal do conjunto.

2.5 Operagoes com Conjuntos Nebulosos

As operagoes com conjuntos nebulosos sdo definidas em termos das func¢bes de inclusdo. Zadeh
(ZADEH, 1965) em 1965 apresentou um proposta de como aplicar estes conceitos aos conjuntos
nebulosos.

Definicao 2.18 Unido: A funcgio de inclusdo py(z) da unido dos conjuntos nebulosos A e B
(U = AU B) € definida como

pu(z) = max(pa(x), up(x)), v € X (2.14)

Definicao 2.19 Intersecgao : A funcdo de inclusdo ps(x)da intersecgdo dos conjuntos A e B
(I = AN B) € definida como

pur(x) = min(pa(z), pp(r)) z € X (2.15)
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Definigao 2.20 Complemento ou Negagao: A funcdo de inclusio jic(z) do complemento do
conjunto A (C = A) é definida como

Ho(@) =1 - pa(e),o € X (2.16)

Estas formulas sdo equivalentes as operagoes classicas quando o conjunto [0, 1] é reduzido para
{0,1}. Existem outras extensdes para as operagoes de intersecgdo (N), unido (U) e negacdo que
serdo analisadas mais & frente.

Exemplo 2.10: Seja o conjunto de bons alunos A do exemplo 2.4, que repetimos aqui para
facilitar. Assuma que o mesmo professor também classificou seus alunos por assiduidade. Assumir
que o conjunto de medidas de assiduidade comeca em 0 e vai até 10 sempre aumentando de 0.5 em
0.5 ponto. Onde 10 corresponde a 100% de presenca e 0 a 0% de presenca. Assim, 0s conjuntos
nebulosos A e B de alunos bons e de alunos assiduos respectivamente foram definidos pelo professor
como

A(bons alunos) {(6.5,0.25),(7,0.5),(7.5,0.75), (8, 1), (8.5,0.75), (9, 0.5), (9.5,0.25) }
B(alunos assiduos) = {(6,0.25),(6.5,0.5),(7,0.75), (7.5,1), (8,1), (8.5,1), (9, 1), (9.5,1), (10, 1)}
AUB = {(6,0.25),(6.5,0.5), (7,0.75), (7.5,1), (8, 1), (85 1),(9,1),(9.5,1), (10, 1)}
ANB = {(6.5,0.25),(7,0.5), (7.5,0.75), (8, 1), (8.5,0.75), (9, 0.5), (9.5,0.25)}
B o= {(0.1),(05,1),(1,1)(L5,1),(2,1), (25,1), (3,1), (35,1), (4,1),
(4.5,1),(5,1),(5.5,1),(6.0.75), (6.5,0.5), (7,0.25) }

A Figura 2.19 ilustra estes conjuntos e as operagoes.

2.5.1 Propriedades de Conjuntos Nebulosos

Vamos definir os conjuntos nebulosos A, B e C no conjunto universo X e o conjunto vazio (). As
seguintes operacoes continuam valendo para conjuntos nebulosos:

Comutatividade: AUB=BUA, ANB=BnNA;

Associatividade: AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANnB)NC;
Idempoténcia: AUB = A, ANA= A4;

Distributividade: AU(BNC)=(AUB)N(ANC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
Absorgao: AU(ANB)=A, AN(AUB) = 4;

Involugao: A= A,

Elementos Neutros: AU =A4, ANX = A;

Absorgao: ANP =0, AUX =X

De Morgan: m = AUB,

Existe uma diferenca bésica entre os conjuntos nebulosos e conjuntos nitidos. Ha duas opera-
¢Oes que nao se mantém quando aplicada aos conjuntos nebulosa. Esta diferenca esta relacionada
com as leis da Nao Contradicdo (AN A = ) e da Exclusdo do Meio (AU A = X).

Como na légica nebulosa os conjuntos nao sao nitidamente definidos eles ndo obedecem a estas
leis. Como exemplo, vamos considerar o conjunto dos adultos e dos nao adultos definidos como
mostrado na Figura 2.20. Vamos chamar o conjunto dos adultos de A e o seu complemento, os
dos ndo adultos de A.
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'] i
1
Alunos assiduos
u - -
123456?891UN' T 2 3 4 57 6 7 8 § 10
t . .
Bons alumos tas Asgsidudade
1 I
1 1
] ]
T 2 3 4 3 T 2 3 4 5 6 7 8 9107
blotas Motas
Bons alunos Bons alunos
an &
Alunos assiduos Alunos assiduos

Figura 2.19: Exemplos de operagoes entre conjuntos.

A area sombreada mostra a a intersec¢ao dos conjuntos. Observe que o conjunto nao é vazio
e alguém de 20 anos de idade pode ser considerado adulto e nao adulto ao mesmo tempo.

Como um conjunto nitido satisfaz as leis da Nao Contradi¢do e da Exclusdo do Meio e os
conjuntos nebulosos nao, Kosko ((KOSKO, 1994)) propos que se usasse estes fatos para medir
quao nebuloso um conjunto é. Ele denominou esta medida de entropia nebulosa.

Defini¢ao 2.21 Entropia Nebulosa: Considere um conjunto nebuloso A. A entropia deste
conjunto € definida pela formula: ~
c(ANA)

E(A)= ——= 2.17

(4) QAU (2.17)

onde ¢ refere-se a uma contagem (adi¢io ou integracdo) sobre o suporte do conjunto.

Observar que para um conjunto nitido o numerador é sempre 0 e o denominador é sempre 1,
portanto a entropia de um conjunto nitido vale sempre 0.

A entropia é uma medida que refere-se somente ao conjunto, embora indiretamente sofra e
receba influéncia do sistema completo através da influéncia dos conjuntos vizinhos.

Da Figura 2.20 podemos tirar os seguintes valores:

c(AnA) = 5
(AUA) = 204+20-5=135
E(4) = - —014

35
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nao adulto adulto

adulto adulto e nao adulto

|©

0 10 20 30 40
idade

Figura 2.20: Conjuntos de adultos e ndo adultos.

2.5.2 Comparando Operagoes Classicas com Nebulosas

Sistemas Nebulosos, como sera visto mais adiante, sdo construidos com base em regras que tem a
seguinte forma geral:
IFzISXANDyISYTHENTrISR

Nesta regra os antecedentes sao
crISXANDyISY

Interseccdo (AN D) é a operagao bésica para a construcio dos antecedentes da regras nebulosas.
Por exemplo uma regra pode ser

ITF water temperature 1S low AN D air temperature IS low T HEN switch on water heater longer

Vamos conferir os efeitos da operagao de intersec¢do comparando os efeitos das defini¢des
nitidas e nebulosas na solug¢ao de um problema exemplo. Para isto vamos considerar dois conjuntos:
meia idade e alto. A definicdo nitida destes conjuntos esta mostrada na Figura 2.21.

Meia 1 Ato g
| dade

0 t ¢ t —> 0 t t t . : : e
25 30 35 40 45 50 55 4.4e 1,5 1,6 1,7 1,8

Figura 2.21: Conjuntos alto e meia idade nitidos.

A funcao de inclusao do conjunto meia idade é a seguinte:

0 seidade < 35
Imeia idade (idade) = 1 se35 <idade < 45
0 seidade > 45
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A funcao de inclusao do conjunto alto é a seguinte:

(altura) = 0 sealtura < 1.70
Halto\QUTR) =3 1 se altura > 1.70

Considere os dados da Tabela 2.2 retirado de um banco de dados com informages sobre
empregados de uma determinada empresa.

Tabela 2.2: Empregados, suas alturas e idades.

| Nome | Altura | Idade |

Ana 1.74 36
Anténio 1.83 58
Joao 1.69 64
José 1.87 32
Luiz 1.84 40
Maria 1.59 22
Paulo 1.79 47
Pedro 1.83 25

Supondo que desejamos responder, sobre os dados armazenados no banco, a seguinte pergunta:
Quais empregados sdo de meia idade e altos a0 mesmo tempo? Observando os dados da Tabela
2.2 e as duas func¢oes de inclusdo (Figura 2.21) podemos gerar a Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Empregados Altos E de Meia Idade

| Nome | Alto | Meia Idade | Alto E Meia Idade |

Ana 1 1 1
Anténio 1 0 0
Joao 0 0 0
José 1 0 0
Luiz 1 1 1
Maria 0 0 0
Paulo 1 0 0
Pedro 1 0 0

O resultado mostrado na Tabela 2.3 indica que dois dos funcionarios (Ana e Luiz) estdo dentro
dos critérios estabelecidos pela consulta ao banco de dados pelos critérios nitidos.

Para refazer esta pergunta utilizando o critérios nebulosos precisamos definir o que significa
nebulosamente alto e meia idade.

O conjunto das pessoas altas estd definido na Figura 2.2. Para facilitar o entendimento repe-
timos o conceito na Figura 2.22. O conjunto de pessoas de meia idade é representado pela Figura
2.23. As respectivas funcoes de inclusdo sdo as seguintes:

0 sealtura < 1.70
taito(altura) = ¢ 5 - altura — 8.5 sel.70 < altura < 1.90
1 sealtura > 1.90
0 setdade < 30
idade .
. wade 3 se 30 < idade < 40
o — 1 =

Hmeia zdade(Zdade) ,lgade +5 sed0 < idade < 50

10
0 seidade > 50
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o 1,7 1,8 1,9 "Altura

Figura 2.22: Defini¢do do conjunto (nebuloso) das pessoas altas.

o—
25 30 35 40 45 50 55 ; 4.4e

Meia q
| dade

Figura 2.23: Conjunto de pessoas de meia idade.

Observar que utilizando conjuntos classicos somente dois empregados estdo dentro dos critérios
estabelecidos, enquanto que pelos critérios nebulosos temos quatro. A utiliza¢do dos critérios
nebulosos permite que elementos dos conjuntos que antes ndo seriam selecionados passem a fazer
parte do conjunto solucgao .

Mas qual é a vantagem desta resposta ampliada. Critérios rigidos deixam de fora os elementos
que estao préximos aos limites das fungoes de inclusao e que podem ser importantes escolhas de
solucao . Por exemplo, os funcionérios José e Paulo que nao foram incluidos na solucao classica,
podem ser solugdes razoaveis para a questdo. O funcionério José certamente ¢ alto (1,87 m) mas
ficou de fora devido ao fato do critério de meia idade exigir idade maior que 35 anos, e ele tem 32
anos. Ora a sua inclusdo na resposta nebulosa e perfeitamente razoével e dentro do senso comum.
O funcionério Paulo também é alto (1,79 m), mas ficou de fora por ter 47 anos, dois a mais que a
idade maxima.

Tabela 2.4: Empregados altos e de meia idade, nebulosamente.
Nome [ Altura | paio(altura) | Idade | fimeia idade(idade) | Alto E Meia Idade |

Ana 1.74 0.20 36 0.6 0.20
Anténio | 1.83 0.65 58 0.0 0.00
Joao 1.69 0.00 64 0.0 0.00
José 1.87 0.85 32 0.2 0.20
Luiz 1.84 0.70 40 1.0 0.70
Maria 1.59 0.00 22 0.0 0.00
Paulo 1.79 0.45 47 0.3 0.30
Pedro 1.83 0.65 25 0.0 0.00




2.6. T-NORMS E S-NORMS 25

Para corrigir as falhas das defini¢des dos conjuntos classicos, ndo basta mover os limites dos
conjuntos de forma a incluir os casos que ficaram de fora. Sempre que se move o limite, poderemos
deixar de fora elementos que poderiam ser incluidos, ou incluir com forga total no conjunto resposta
elementos que s6 marginalmente atendem as condicoes desejadas.

Lembrar que na solugdo nebulosa os elementos selecionados recebem um grau que indica a
forca com que a resposta se assemelha a idéia que o usuério faz da resposta ideal. Podemos ver
na Tabela 2.4 que o empregado Luiz é aquele que mais se aproxima da definicdo ideal de alto e
meia idade. No entanto, Paulo que ndo consta da resposta classica, tem um grau de inclusao (0.3)
maior que o de Ana (0.2), que aparece na resposta classica. Observar que os dois estdo nos limites
das defini¢oes.

2.6 T-norms e S-norms

Algumas questdes podem surgir apds a apresentacio das defini¢cGes das operagdes entre conjunto
nebulosos:

1. Por que estas operagdes foram escolhidas para implementar as operagdes de interseccao e
unido?

2. Que justificativas matemaéticas podem ser dadas para esta escolha?
3. Existem outras operagoes, que poderiam também ser empregadas?

Obviamente, como ja foi mencionado, ha outras operagdes que poderiam ser utilizadas, que se redu-
zem 3s operagcoes classicas com os valores 0 e 1. Estas operacoes devem obedecer a um conjunto de
regras que as generalizam e sdo chamadas de T-norms e as S-norms. T-norms (Triangular-norms)
generalizam a operagdo de Intersecgdo (AND, N) enquanto que S-norms (Triangular-conorms)
fazem o mesmo com a operagao de Unido (OR, U).

T-norms mapeiam [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] e devem satisfazer cinco axiomas. Para apresentar estes
axiomas vamos usar a notacdo 7'(z,y) para representar T-norms e sejam z, y, z e w os operados.
Temos entao:

1. T(0,0) =0

2. T(z,y) =T(y,x)

3. T(z,1)=x

4. T[T(z,y), 2] =Tz, T(y, 2)]

5. T(z,w) <T(x,y)sez<zew<y

As primeiras e terceiras regras garantem que a operacdo pode ser reduzida a uma operacdo de
unido classica. Além disso, a terceira regra garante a existéncia de um elemento neutro. A segunda
regra garante que a ordem de avaliagdo da operagdo ndo influencia no resultado. A quarta regra
assegura que podemos fazer a unido de qualquer ntimero de conjuntos em qualquer ordem quando
fazemos a operagdo dois a dois. Finalmente a quinta regra assegura que uma diminui¢do no grau
de inclusdao no grau dos conjuntos nao pode produzir um aumento no grau de inclusdao da uniao
dos conjuntos.

A operacao de produto algébrico também é uma T-norm e pode ser usada para definir a opera-
¢ao de interseccao de conjuntos nebulosos. No entanto, existem outras operagoes que satisfazem a
estes axiomas e que serdo apresentadas mais adiante. Pode ser provado que para qualquer T-norm

Tlpa(z), ps(y)] < minfpa(z), pp(z)] (2.18)

e portanto a operacao de minimo é um limite superior para esta operagao .

S-norms generalizam o conceito de operacdo de unido. Elas mapeiam [0, 1] x [0,1] — [0,1] e
também satisfazem cinco axiomas. Para apresentar estes axiomas vamos usar o simbolo S(z, y)para
representar S-norms e sejam x, y, z € w os operandos. Temos entao:
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1. 5(1,1)=1
2 S(x,y):S(y,x)
. S(x,0) =2

3
4. S[S(x,y),z] = S[z, S(y, z)]
5. S(z,w) <S(z,y)sez<zew<y

As primeiras e terceiras regras garantem que a operacdo pode ser reduzida a uma operacio de
intersecgdo classica. Além disso, a terceira regra garante a existéncia de um elemento neutro. A
segunda regra garante que a ordem de avaliagdo da operacao ndo influencia no resultado. A quarta
regra assegura que podemos fazer a interseccdo de qualquer nimero de conjuntos em qualquer
ordem quando fazemos a operacao dois a dois. Finalmente a quinta regra assegura que uma
diminui¢ao no grau de inclusao no grau dos conjuntos nao pode produzir um aumento no grau de
inclusao da interseccao dos conjuntos.

A operacao de soma ndo é uma S-norm e ndo pode ser usada por critérios matematicos para
definir a operacao de Unido de conjuntos nebulosos. Uma operagao alternativa é a de soma limitada
que é definido como:

pa(x) + pp() — palz) x pp(r)

Pode ser provado que para qualquer S-norm

max(pa(z), pp(x)] < Slpa(@), np(y) (2.19)

e portanto a operacdo de maximo é um limite inferior para esta operacdo. Os seguintes limites
podem ser estabelecidos para S-norms e T-norms

Tlpa(z), pp(y)] < minfpa(x), pp(r)] < max(pa(z), pp(2)] < Slpa(z), ns(y) (2.20)

Operacgoes baseadas nestas normas podem ser tornar restritivas e os chamados operadores de
agregacao sdo empregados para nebulizar a regido entre as operagdes de minimo e maximo que
nao sao cobertas pelas normas. Portanto temos que

min(xy, o, ..., x,) < A(x1,22,...,T,) < max(xy, T2, ..., T,) (2.21)

onde A representa um operador de agregacdo. Um operador deste tipo bastante empregado é a
média aritmética:

1 n
A(xl,xg,...,a:n) = EZxZ
i=1

2.7 Operagoes Compensatorias e Nao Zadeh

H4 um enorme esfor¢o de pesquisa para definir formas nebulosas alternativas de operacoes entre
conjuntos. A experiéncia pratica tem demonstrado que tais formas alternativas sdo necessérias.
Isto ocorre principalmente no caso da operagao de intersec¢do, e em um grau menor no caso do
complemento.

Estas operacoes sdo chamadas compensatérias porque elas procuram compensar as defini¢oes
estritas dadas por Zadeh para os operadores AND, OR e NOT. Elas procuram fazer com que as
relacbes entre proposi¢oes cujos valores estejam muito separados sejam menos sensiveis.

Vamos analisar estes problemas verificando o que ocorre com a operacao de intersec¢do . Como
uma operacgao de intersecgao combina diversos conjuntos, utilizando a operagao de minimo, um
unico valor baixo pode mascarar todos os outros componentes. Isto traz problemas de desempenho
nos controladores nebulosos. Controladores nebulosos trabalham com uma série de regras da forma,
IF antecedentes THEN conseqiiente. Cada uma destas regras é avaliada e o peso de cada um dos
conseqiientes, na solucao final, é dado pelo resultado da operacgdo de interseccdo executada sobre
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os antecedentes. Portanto, um componente de uma regra que tenha um valor de fun¢ao baixo
pode fazer com que aquela regra nao tenha peso relevante na solu¢do do problema.

Vamos considerar uma regra exemplo e verificar como este mascaramento ocorre. Considere a

seguinte regra

IF prego IS baixo AND lucratividade IS alta AND endividamento IS baizo THEN compre

muito

Fazendo com que as varidveis assumam valores exemplo, podemos escrever

Umuito(compre) = min(Upgizo(preco), taite (lucratividade), pipgizo(endividamento) (2.22)
Hmuito(compre) = min(0.25,0.98,0.85) = 0.25 (2.23)

Observe que o peso final da regra ficou igual 0.25, apesar de dois dos valores empregados fossem

bem perto de 1.0.

Ha dois tipos béasicos de operagdes alternativas, aquelas baseadas em operagdes aritméticas

simples e as baseadas em funcdes mais complexas. Exemplos de operagoes simples sdo: soma
limitada, produto e média. A classe de fungoes de Yager é um exemplo do segundo tipo. A
escolha do operador compensatério para um sistema particular requer alguma experiéncia e é
geralmente feito heuristicamente, observando-se o efeito da proposta. Uma regra pratica diz que
deve-se procurar-se sempre comecar pela solucdo mais simples. Primeiro testa-se os operadores
de Zadeh, depois os operadores produto, média e soma limitada. Por dltimo as funcbes mais
complexas tipo as de Yager.

2.7.1 Operagoes Algébricas

A classe de operagoes alternativas ilustradas na Tabela 2.5, mudam a Unido e a Intersec¢io para
outras operagoes algébricas simples. As operacoes de Zadeh estdo mostradas na Tabela 2.5 para
referéncia.

Tabela 2.5: Operagcoes algébricas compensatoérias de Interseccdo e Unido

|| Tipo || Intersecgao | Uniao ||
Zadeh min(ia (), 15(@)) maw(ia(@), 1 (@)
Product, pa(x) X pp(r) pa(x) + pp(@) — (pa(@) X pp(x))
Média (4a(2) + 1B @) @ X min{ua (@), ws (@) + 4 x (maz(a(), pz(@))/6
Média® Média® Média®
Média? Média? MédiaZ
Soma Limitada || maz(0, pa(z) + ps(x) —1) | min(l, pa(z) + pe(z))

Tabela 2.6: Tipos de operacoes algébricas compensatoérias de Intersecgdo e Unido

| Tipo | Intersec¢ao | Uniao
Zadeh min(pa(x), up(y)) max(pa(z), pB(Y))
Produto pia(x) X pp(y) pa(@) + ps(Yy) — pa(@) X pp(y)
Média (1a(z) + pB(y))/2 (2 x min(pa(z), pp(y)) + 4 x max(pa(z), pp(y)))/6
Soma Limitada || max(0, pa(z) + up(y) — 1) min(1, pa(z) + ps(y)

Para facilitar as comparacoes entre estes operandos vamos mostrar graficos e tabelas de cada

uma das func¢bes compensatorias. Como o padrao de comparacao sdo os operadores de Zadeh,
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mostramos nas Figuras 2.24 e 2.25 os graficos destes operadores. As tabelas 2.7 e 2.8 mostram
alguns valores resultantes para cada uma destas operagoes.

fxy) —

and = min(x,y)

1

0.5

or = max(x,y)

1

05

Figura 2.25: Operador OR de Zadeh.

2.7.1.1 Operador Produto

O operador produto tem a propriedade de respeitar as caracteristicas min/max da operacdo de
interseccao definida por Zadeh.

0 AND VY(ua(z)) = 0
LAND V(pa(z)) = pa(z)

Uma outra caracteristica interessante é que o produto muda para cada par de (pa(x), up(z)).
Isto ndo ocorre necessariamente quando se usa o operador minimo.

As Figuras 2.26 e 2.27 mostram os graficos destes operadores. As tabelas 2.9 e 2.10 mostram
alguns valores resultantes para cada uma destas operagoes.
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| [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 |
0.0000 [ 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.2500 || 0.0000 0.2500 0.2500 0.2500 0.2500
0.5000 [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.5000 0.5000
0.7500 || 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 0.7500
1.0000 || 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000

Tabela 2.7: AND com operador minimo (min(u(z), u(y))).

| [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 |
0.0000 ]| 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000
0.2500 || 0.2500  0.2500 0.5000 0.7500 1.0000
0.5000 || 05000 0.5000 0.5000 0.7500 _1.0000
0.7500 || 0.7500  0.7500 0.7500 0.7500 1.0000
1.0000 || 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Tabela 2.8: OR com operador méximo (max(u(x), u(y))).

2.7.1.2 Operadores Média

O operador média néo é sensivel em excesso para os valores minimo% e méximo. Por exemplo,
assumindo os seguintes valores:

pa(r) =094, pp(x) = 0.58, pe(z) = 0.23
Temos na operacao definida por Zadeh
wa(x)AND pp(x)AND pe(z) =0.23
e na operacao de média
(ua(x)AND pp(x))AND pc(z) = ((0.94 4 0.58)/2 +0.23)/2 = 0.495
Um problema é que a ordem de célculo é importante. Caso a ordem em que os operandos

aparecem seja modificada o resultado da expressao é alterado. Os mesmos valores, em outra
ordem, fornecem o seguinte resultado

(1o (2)AND pup(x))AND pa(z) = ((0.23 4 0.58)/2+0.94)/2 = 0.6725

As Figuras 2.28 e 2.29 mostram os gréficos destes operadores. As tabelas 2.11 e 2.12 mostram
alguns valores resultantes para cada uma destas operagdes.

| [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 |

0.0000 || 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.2500 || 0.0000 0.0625 0.1250 0.1875 0.2500
0.5000 || 0.0000 0.1250 0.2500 0.3750 0.5000
0.7500 || 0.0000 0.1875 0.3750 0.5625 0.7500
1.0000 || 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000

Tabela 2.9: AND com operador produto (u(z) * u(y)).
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| [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 |
0.0000 ][ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000
0.2500 || 0.2500 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000
0.5000 || 0.5000 0.5000 0.5000 0.7500 1.0000
0.7500 | 0.7500 0.7500 0.7500 0.7500 1.0000
1.0000 || 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Tabela 2.10: OR para o operador produto ((u(z) + u(y)) — (u(z) * u(y)))-

fxy) —

and = x*y

-
1

05 -

o

Figura 2.26: Operador AND com produto.

2.7.1.3 Soma Limitada

As Figuras 2.30 e 2.31 mostram os gréaficos destes operadores. As tabelas 2.13 e 2.14 mostram
alguns valores resultantes para cada uma, destas operagoes.

E interessante notar que o operador soma limitada obedece a lei da exclusao do meio como
conseqiiéncia da forma como o operador foi definido. Vamos considerar um valor p4(x), o seu
complemento é dado pelo valor

palz)=1-pa(z)

A operacao de interseccdo com o operador minimo aplicada a estes valores fornece

pa(x) AND pa(x) = min(pz(x), pa(z)),

Tabela 2.11: AND com operador média ((u(z) + u(y))/2.0).

| [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 |

0.0000 || 0.0000 0.1250 0.2500 0.3750 0.5000
0.2500 || 0.1250 0.2500 0.3750 0.5000 0.6250
0.5000 || 0.2500 0.3750 0.5000 0.6250 0.7500
0.7500 || 0.3750 0.5000 0.6250 0.7500 0.8750
1.0000 || 0.5000 0.6250 0.7500 0.8750 1.0000
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fxy) —

:
0

Figura 2.27: Operador OR produto.

Tabela 2.12: OR para o operador média ((2 * min(u(z) + pu(y)) + 4 * maz(u(z) * u(y)))/6).

| [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 |
0.0000 || 0.0000 0.1667 0.3333 0.5000 0.6667
0.2500 || 0.1667 0.2500 0.4167 0.5833 0.7500
0.5000 | 0.3333 0.4167 0.5000 0.6667 0.8333
0.7500 || 0.5000 0.5833 0.6667 0.7000 0.9167
1.0000 [| 0.6667 0.7500 0.8333 0.9167 1.0000

enquanto que esta operagdo com o operador soma limitada fornece
pi(x) AND pa(x) = maz(0, pi(z) + pa(z) —1) =0

Isto significa que neste aspecto esta operagdo esta mais préxima da logica Booleana do que da
nebulosa.

2.7.2 Operadores Baseadas em Funcoes

A classe de operagoes alternativas ilustradas na Tabela 2.15, mudam a Unido e a Intersecgdo para
fungoes mais complexas. As operagoes de Zadeh estdao mostradas na Tabela para referéncia.

| [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 |

0.0000 || 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.2500 || 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.2500
0.5000 || 0.0000 0.0000 0.0000 0.2500 0.5000
0.7500 || 0.0000 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500
1.0000 || 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000

Tabela 2.13: AND com soma limitada maxz(0, u(x) + p(y) — 1).
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fxy) —

and = (x+y)/2
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Figura 2.29: Operador OR com meédia.

2.7.2.1 Operadores Compensatéorios de Yager

Propostos por Ron Yager do Instituto para Inteligéncia da Maquina do Iona College. Estes
operadores tem um parametro k, que varia entre 0 e oo, representando a for¢a da conexao entre os
conjuntos e sdo importantes na construcao de modelos nebulosos corretos e verificaveis. Da mesma,
maneira que a légica Booleana, devido a seu carater nitido apresentar dificuldades em modelar o
mundo real, o esquema minimo/méximo freqiientemente resulta em um modelo que se comporta
erraticamente quando os dados estao nos extremos do conjunto suporte. Neste caso podemos usar
0 parametro k para variar a nebulosidade do sistema.

Os operadores de unido e intersec¢do de Yager convergem para os operadores max/min quando
o pardmetro k torna-se muito grande. Os operadores OR e AND de Yager fornecem uma maneira
facil e flexivel de sintonizar as intensidades das operagdes. Esta sintonia pode ser feita tanto para
cada modelo como para cada operacao do modelo.

Operador OR de Yager

A férmula para o célculo do operando OR é

pAUB = min {1, [pa(@)* + pp(x)"] Uk} (2.29)
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| [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 |
0.0000 ]| 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000
0.2500 || 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 _1.0000
0.5000 || 0.5000 0.7500 1.0000 1.0000 1.0000
0.7500 || 0.7500 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1.0000 || 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Tabela 2.14: OR com operador soma limitada (min(1, p(x) + u(y)).

fxy) —

and = max(0, x+y-1)

1

0.5

Figura 2.30: Operador AND com soma limitada.

Quando k é pequeno, a unido responde para pequenos valores das fungoes, isto impoe uma
forma fraca de unido. A medida que k cresce a unido responde para maiores valores até que se
estabiliza em um méaximo. Por exemplo, para k = 1 a funcdo se torna

praup = minfl, pa(z) + pp(z)]

Quando k& — oo a fungdo fica igual a max(a,b), no entanto, como este resultado ndo é 6bvio
apresentaremos agora uma, prova.

Teorema 2.1 limj_, . min {1, [pa(z)k + ,uB(a:)k]l/k} =max(pua(x), up(x))

Para pa(z) =0, pp(x) = 0 é obvio que o teorema é valido. Quando pa(z) = pp(x) o teorema
também é valido porque o limite de 2'/* quando w — oo é igual a 1. Quando a # b temos que o
minimo se reduz a (4 (z)* + up(z)*). Precisamos entdo provar que

Jim (pa(2)® + pa(@)*)* = max(ua(x), ps (@)

Vamos assumir, sem perda de generalidade que pa(z) < pp(x) e vamos fazer Q = (ua(z)* +

|| Tipo || Interseccgao | Uniao ||
Zadeh || min(pia (@), iz (@) maw(ia@), (@)
Yager || 1—min(l, (1 —pa(@))® + (1= ps@)'") | min(l, (ua(@)* + us)*)"*)

Tabela 2.15: Operagoes compensatorias baseadas em fungoes de Interseccao e Unido
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or soma limitada

1r-

0.5

Figura 2.31: Operador OR com soma limitada.

pp(x)*)*. Deste modo temos que

In (pea(2)* + pp(2)")
k

10 Q =
Usando a regra de I’Hopital obtemos

pa(@)fIn pa(x) + ph(x) In pp(x)
pa(x)k + pp(x)*

klim In Q = lim

k
—’L‘}c((wr)) In pa(z)+1n pp(x)
lim In @ =lim —2 - =In pp(x)
k—oo pa(z) +1
pe(2)k

Portanto temos que
lim Q = lim (pa(@)* + pa(@)")/* = pp(@) = max(ua(@), (@)
Resta provar que o teorema ainda é valido quando o minimo vale 1. Neste caso temos que

(pa(@)® + pa(e)F)/* > 1
pa()F +palx)t > 1

para todo w. Quando w — oo, a tltima desigualdade vale se a ou b forem iguais a 1, portanto o
teorema fica provado.

As Tabelas 2.16, 2.17, 2.18 mostram os valores da operacdo de interseccdo para trés valores
do parametro k. QObservar que, do mesmo modo que na operacdo de intersec¢io , a operacao de
unido de Yager tende para a operagdo de maximo (Tabela 2.8) a medida que k cresce.

Operador AND de Yager

A féormula para o célculo do operando AND é

pans () = 1= min {1, [(1 = pa(@)* + (1 - pp(@)*] "} (2.25)

Quando k é pequeno a intersec¢ao s6 responde para valores altos das fungoes de inclusao
significando uma forma forte de interseccdo. A medida que k cresce a fun¢ao responde a valores
cada vez menores das funcgbes até estabilizar em um minimo.
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| [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 |
0.0000 ]| 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000
0.2500 || 0.2500 0.2611 0.5000 0.7500 _1.0000
0.5000 || 0.5000 0.5000 0.5221 0.7501 1.0000
0.7500 || 0.7500 0.7500 0.7501 0.7832_ 1.0000
1.0000 || 1.0000 1.0000  0.1000 0.1000 1.0000

Tabela 2.16: OR de Yager para k = 16.

| [0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000

0.0000 || 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000
0.2500 || 0.2500 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000
0.5000 || 0.5000 0.5000 0.5000 0.7500 1.0000
0.7500 || 0.7500 0.7500 0.7501 0.7582 1.0000
1.0000 || 1.0000 1.0000 0.1000 0.1000 1.0000

Tabela 2.17: OR de Yager para k = 64.

Novamente ndo é ébvio que para k — oo a func¢do se reduz a min (pa(x), up(x)). Para provar
esta afirmacio nos podemos considerar que a partir

As Tabelas 2.19, 2.20, 2.21 mostram os valores da operagao de intersec¢ao para trés valores do
parametro k. Observar que a medida que k cresce a operagao de interseccao de Yager se aproxima
da operagdo de intersec¢io de Zadeh (Tabela 2.7).

Operador Negacao de Yager

Yager também definiu uma operacao de negacio com uma forma similar as usadas nas operagoes
de unido e intersec¢do . A equagdo que define esta operacio é a seguinte:

pa(x) = (1= pa(z))* (2.26)

onde o valor de k deve estar no intervalo [0,5]. Para k = 1 a fungio se reduz a fungio definida
por Zadeh (p 4(x) = 1—pa(x)). A Figura 2.322.32 mostra como o valor de k influencia a operagdo
de Negacao de Yager.

2.8 Uma Interpretacao Geométrica de Conjuntos Nebulosos

L. A. Zadeh foi o primeiro a introduzir idéia que um conjunto nebulos pode ser visto como um
ponto em um hipercubo (ZADEH, 1971). Bart Kosko (KOSKO, 1992) extendeu a idéia e fez novas
contribuicOes para a teoria. Usando conceitos geométricos ele encontrou respostas para algumas
das perguntas fundamentais para a Logica Nebulosa: quao nebuloso é um conjunto nebuloso?
quanto um conjunto nebuloso ¢ um subconjunto de outro?

| [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 |

0.0000 || 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000
0.2500 || 0.2500 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000
0.5000 || 0.5000 0.5000 0.5000 0.7500 1.0000
0.7500 || 0.7500 0.7500 0.7500 0.7500 1.0000
1.0000 || 1.0000 1.0000 0.1000 0.1000 1.0000

Tabela 2.18: OR de Yager para k = 128.
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| [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 |
0.0000 || 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 _0.0000
0.2500 || 0.0000 0.2168 0.2499 0.2500 0.2500
0.5000 || 0.0000 0.2499 0.4779 0.5000 0.5000
0.7500 || 0.0000 0.2500 0.5000 0.7389 _ 0.7500
1.0000 | 0.0000 0.2500  0.5000 0.7500 1.0000

Tabela 2.19: AND de Yager para k = 16.

| [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000
0.0000 [ 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 _0.0000
0.2500 || 0.0000 0.2418 0.2500 0.2500 _0.2500
0.5000 || 0.0000 0.2500 0.4946 0.5000 _0.5000
0.7500 || 0.0000 0.2500 0.5000 0.7473 _ 0.7500
1.0000 | 0.0000 0.2500  0.5000 0.7500 _1.0000

Tabela 2.20: AND de Yager para k = 64.

Os profissionais da drea costumam usar funcoes que mapeiam um dominio X no intervalo
[0,1] para representar conjuntos nebulosos. Estas fun¢bes podem representar a seméintica do
conjunto. Para representar conjuntos nebulosos usando a geometria continuaremos usando este
mesmo dominio e intervalo. Para simplificar vamos considerar que o dominio X é definido como
X ={z1,22,...,2,}. O que é entdo um conjunto nebuloso A, definido neste dominio, quando ele
é representado geometricamente? A reposta é um ponto dentro de um hipercubo unitario de n
dimensoes.

Considere como exemplo um conjunto com dois elementos X = {x1,22}. O hiper cubo neste
caso tem duas dimensdes, ou seja um quadrado de lado igual a um. O conjunto poténcia classico
de X contém os seguintes conjuntos 2% = {(), {z1},{z2}, X }. Estes conjuntos definem os vértices
do quadrado e correspondem aos pontos (0,0), (1,0), (0,1) e (1,1), onde os uns e zeros indicam que
um elemento pertence ou nio ao conjunto. A Figura 2.33 mostra estes conjuntos representados
como pontos.

Consideremos agora o conjunto nebuloso A = {(z1,3/8), (z2,6/8)}, mostrado na Figura 2.33.
Neste conjunto, o elemento x; pertence ao conjunto A com grau de inclusio pa(xz1) = 3/8, en-
quanto que x2 pertence com grau pa(x2) = 6/8. O que seria entdo o conjunto de todos os
subconjuntos nebulosos, isto €, o conjunto poténcia nebuloso F(2X)? Este conjunto é um hiper-
cubo unitario I" = [0,1]™. Todo o espago necesséario para representar geometricamente conjuntos
nebulosos pode ser definido por {X,I"}. O espaco interior do cubo é preenchido pelo conjunto
poténcia nebuloso de X.

O ponto central (C) do cubo é o conjunto com maior grau de nebulosidade, porque todos os
seus elementos tem grau de inclusdo igual a 1/2. Este ponto é totalmente incompativel com a

| [ 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 |

0.0000 || 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.2500 || 0.0000 0.2459 0.2500 0.2500 0.2500
0.5000 || 0.0000 0.2500 0.4973 0.5000 0.5000
0.7500 || 0.0000 0.2500 0.5000 0.7486 0.7500
1.0000 || 0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000

Tabela 2.21: AND de Yager para k = 128.
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Figura 2.32: Graficos mostrando a influéncia do parametro k na funcdo de negacdo de Yager.

teoria dos conjuntos tradicionais, porque ele viola os principios da nao contradicao e da exclusao
do meio de Aristételes. Neste ponto temos que

C=CnC=CcuC=0C (2.27)

Um interessante fato € o posicionamento relativo no espaco dos conjuntos resultantes da aplica-
¢ao das operacgoes de unido, intercessao a um conjunto e seu complemento. Por exemplo, considere
o conjunto A acima mencionado. Usando as operacoes de maz, min para implementar as opera-
¢oOes basicas sobre conjuntos temos que os conjuntos resultantes sao

3/8,6/8
5/8,2/8
5/8,6/8
3/8,2/8

( )
( )
( )
( )

S
D C
SIS

A Figura 2.34 mostra como estes pontos se distribuem no espaco. Estes pontos se movem em
sincronia se afastando em dire¢ao aos conjuntos classicos ou em direcdo ao ponto central onde
ocorre a nebulosidade méxima. Segundo Kosko o ponto central corresponde ao buraco negro
da légica nebulosa, onde nada é distinguivel (KOSKO, 1992). No ponto central temos que uma
afirmacao é equivalente a sua negacao. Este ponto é a solucdo para os paradoxos do mentiroso
de Creta, dos conjuntos de todos os conjuntos que nao sdo membros de si mesmos, etc. Nestes
paradoxos temos que uma afirmacdo A implica A e A implica A. Elas tem o mesmo grau de
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{x2}=(0,1) i o X=(1,1)
6/8 F---mmmno- o A=(3/8; 6/8)
x2 ® C=(1/2, 1/2)
ﬂ:(0,0) E o {xl}:(l,O)
- 3/8
x1

Figura 2.33: Conjuntos Representados como pontos.

523=0.1) ¢ o X=(1.1)
A AR
6/8 |[---------- .- ]
o -
o [ AR
2=(0,0) l | o> {x13=(1,0)
- 3/8  5/8
X1

Figura 2.34: Principios de Aristételes no Espaco.

verdade e portanto podem ser entendidas como

V(4) = V(4
V(4) = 1-V(A)
V(A) = 1/2

A cardinalidade de um conjunto classico conta quantos elementos pertencem a este conjunto.
Para conjuntos nebulosos a defini¢do 2.15 mostra que a cardinalidade de um conjunto nebuloso é
a soma dos graus de inclusdo de cada um dos elementos do conjunto. A cardinalidade do conjunto
A = (3/8,6/8) éigual a |A| = 3/8+6/8 = 9/8. A medida da cardinalidade também tem uma
interpretacdo geométrica consistente. Ela é igual ao tamanho do vetor que comeca na origem e
termina no conjunto A, como esté ilustrado na Figura 2.35.

Para comprovar esta interpretacdo vamos considerar a férmula de Minkowsky para calcular a
distancia entre dois pontos P = (p1,p2,...,pn) € Q@ = (q1,92,-..,¢n) € dada por

d(P,Q) = (Z Ipi — Qi|t)% (2.28)
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{x2}=(0,1) i o X=(1,1)

6/8 A=(3/8; 6/8)

X2

2=(0,0) o> {x13=(1,0)

x1

Figura 2.35: Cardinalidade como Vetor.

onde n é o nimero de coordenadas do ponto e ¢ é o tipo de distancia a ser calculada. Quando
t = 1 temos a distdncia de Manhattan e para t = 2 temos a distdncia Euclideana. A distancia
de Manhattan pode também ser chamada de distincia de Hamming nebulosa. A distancia de
Hamming nebulosa entre um conjunto A = (1, u(z1)), (x2, w(x2)), - . ., (Xn, u(x,)) € a origem, ou
o conjunto vazio (O = 0,0,...,0 e dada por

d(A,0) = Z|MA(9Ci)_O|

d(A,0) = > lpalw)
d(A,0) = |4 (2.29)
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Capitulo 3

Relacoes Classicas e Relacoes
Nebulosas

3.1 Introducao

Uma relacdo implica em uma associacdo entre elementos de diferentes conjuntos. Se o grau de
associacdo entre os elementos é 0 ou 1 entdo temos uma relagdo classica. Caso este grau possa
variar entre 0 e 1, temos uma relacido nebulosa.

A relagio entre os elementos pode se dever a uma propriedade comum, uma qualidade, uma
regra, etc. Uma sentenca tal como “x é maior que y” indica uma relagdo entre dois valores.
Observar que a ordem entre os elementos é importante. Por exemplo, “esta funcdo ¢ um dos
componentes do programa’, somente vale nesta ordem.

Uma relagao do tipo “o resistor ¢ um dos componentes do radio” pode ser substituida pela regra
“se 0 objeto é um resistor entdo ele é componente do radio”. Quando dois elementos pertencem
a uma relagdo R, noés nos referenciamos a eles como o par ordenado (a,b) € R, ou aRb, com
o elemento a sendo o primeiro e o elemento b sendo o segundo. Uma relacao de n elementos
é chamado de uma relacdo n-aria, e a associacao destes n elementos na relacdo é uma n-upla.
Uma relacdo é qualquer conjunto de n-uplas ordenadas. Relacoes sdo formadas de conjuntos de
elementos e elas sdo em si mesmas conjuntos.

Relagoes podem ser pensadas como mapeamentos. Funcdes sdo também mapeamentos, mas
relacoes sdo mapeamentos de caracter mais geral. Uma fun¢do faz um mapeamento de muitos
para um, isto é mais de um elemento do conjunto de origem podem ser mapeados em um tnico
elemento do conjunto destino. Uma relagio é um tipo de mapeamento mais geral do tipo que leva
muitos para muitos, isto é podemos ter mais de um elemento do conjunto de origem levando para
um elemento do conjunto destino e mais de um elemento do conjunto destino pode ser associado
com um elemento do conjunto origem.

3.2 Produto Cartesiano

Uma seqiiéncia ordenada de r elementos, escritos na forma (ai,as,...,a,), é chamada uma n-
upla ordenada. Considere os conjuntos classicos Aj, Asg, ..., A, o conjunto de todas as r-uplas
(a1,a9,...,a,), onde a; € Ay, as € Asy,..., ar € A,, e é denotado por A; x As X ... x A,.. Se
todos os conjuntos A; sdo iguais o produto Cartesiano pode ser abreviado como A". O produto
Cartesiano nao tem relagdo com o produto entre elementos dos conjuntos. O produto Cartesiano
de dois universos X e Y é determinado da seguinte maneira

XxY={(z,y)|zeX,yeY} (3.1)

41
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Exemplo 3.11: Sejam os conjuntos A = {1,2,3,4} e B = {0,1}. Podemos formar vérios produtos
Cartesianos a partir destes conjuntos. Por exemplo:

Ax B={{1,0},{2,0},{3,0},{4,0},{1,1},{2,1},{3,1},{4,1}}

B x B ={{0,0},{0,1},{1,0},{1,1}}

3.3 Relacgoes Classicas

Uma relacdo é um subconjunto do produto Cartesiano A; x Az x ... x A,.. O produto Cartesiano
pode ser considerado uma relagdo sem restrigcoes, isto é, todos os elementos estdo relacionados
entre si sem nenhuma restrigdo. Uma relacdo entre dois conjuntos (r = 2), ou seja uma relagdo
subconjunto do produto Cartesiano A; x A é chamada de rela¢do bindria. Quando A; # A, a
relacdo binaria é um grafo bipartido; quando A; = As a relagdo é um grafo direcionado. Uma
relacdo pode ser denotada por R(A;, As, ..., A,), ou seja

R(Al,AQ,...,AT)QAlXAQX...XAT

A restricdo ao relacionamento entre os pares, ou seja, a forca da relagdo entre estes pares de cada
Universo pode ser medida pela fun¢do caracteristica p, onde o valor 1 indica que os elementos
estao relacionados e 0 mostra que nao ha relacdo, isto é

1, (z,y)e X xY

pxxy (2,y) = { 0, (z,y)¢ X xY (3.2)

Exemplo 3.12:Vamos considerar a rela¢do de divisibilidade, R4, no conjunto S = {1,2,3,4,6}
definida pela afirmacao “x divide y”. Ry C S x S, é uma relacdo binaria classica que envolve dois
elementos z e y tirados do produto Cartesiano de S com ele mesmo. E facil listar todos os pares
da relacao e verificar que a relacao em si € um conjunto, o conjunto de todos os pares de nimeros
que dividem outro.

Ry ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,6),(2,2),(2,4),(2,6),(3,3), (3,6), (4,4), (6,6)} (3-3)

Uma relacio pode ser representada de outros modos, por exemplo um grafo direcionado como
esté indicado na Figura 3.1. O conjunto x est4 a direita e o y & esquerda. Por exemplo, a seta que
liga os circulos contendo os valores 1 e 2 indica que o valor 1 divide 2. A seta pode ser bidirecional
para os casos em que a relacao vale nos dois sentidos.

Outros modos de representar relagdes sdo tabelas e matrizes. A Tabela 3.1 mostra uma outra
representacao da mesma relacao.

O =W N~
ololo|lo|—
(=] Kl Nl o o
OO | O =
Ol = O| ==
=l R

Tabela 3.1: Tabela correspondente a Relagao 3.3

A representagdo por meio de matrizes é um outro modo de mostrar relagoes. Esta tipo de
matriz é chamada de matriz relacdo. A matriz relacdo correspondente a relacao da Equacao 3.3
foi obtida tirando-se a primeira linha e a primeira coluna e estd mostrada na matriz, onde um 1
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O

S
NN
NC
&
@< {6

Figura 3.1: Grafo da relagdo 3.3

indica que x (da linha) divide y (da coluna).

111 1 1
010 1 1

R=|0010 1 (3.4)
00010
0000 1

Relagoes podem ser definidas para universos continuos. Por exemplo, seja a relagdo continua
definida pela expressao abaixo

R={(z,y)ly>z/2, 7€ X, yeY}
que pode ser definida pela sua funcdo caracteristica como

1, >x/2
NR(xay) = { 0 z< .T?Q

e que graficamente tem a forma mostrada na Figura 3.2.

3.3.1 Cardinalidade de Relagoes Classicas

Suponha que n elementos do universo X estdo relacionados com m elementos do universo Y. Se a
cardinalidade de X é nx e a cardinalidade de Y é ny, entao a cardinalidade da relacdo R, entre
estes dois universos é nxyxy=nx X ny . A cardinalidade do conjunto poténcia que descreve esta
relacio, P(X xY), é npxxy) = 2(nxmv) - Por exemplo, considere o conjunto A = {0,1,2} e o
conjunto B = {x,y}, a cardinalidade da relac¢do que consiste de produto Cartesiano de A x B é
igual a 3-2 = 6, e a cardinalidade do conjunto poténcia é 232 = 64.
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Figura 3.2: Grafico da expressao y = /2

3.3.2 Propriedades de Relagoes Binarias Classicas

Seja S um produto Cartesiano de dois conjuntos X e Y (S = X xY) e x um elemento de X e
y um elemento de Y. Consideremos R uma relacdo em S. Podemos usar o simbolo R de outro
modo para representar relagoes. Por exemplo, podemos escrever xRy quando (z,y) € R(X,Y).
Esta relacdo pode ter as seguintes propriedades:

Reflexiva: Uma relacdo R é reflexiva se para qualquer elemento = de S a relagdo z Rz for valida,
isto é o par (z,z) também pertencer a relacdo, ou seja pg(x,x) = 1;

Anti-reflexiva: Uma relacdo é anti-reflexiva se ndo houver um elemento x em S para o qual xRx
for valido, ou seja pgr(x,z) = 0;

Simétrica: Uma relacdo é simétrica se para todo = e y em S forem véalidas as expressoes xRy e
yRz, ou seja ur(z,y) =1e pur(y,z) =1;

Assimétrica: Uma relacio é assimétrica se ndo houver elementos = e y em S para os quais as
duas relagoes xRy e yRx forem expressoes validas;

Anti-simétrica: Uma relagdo é anti-simétrica se para todo = e y em S acontecer que se xRy e
yRx forem validos entdo = = y;

Transitiva: Uma relagdo é transitiva se para todo z, y, e z em S tivermos que se xRy for valido e
yRz também valido entdo xRz é valido também, isto é se ur(z,y) =1 e ur(y,2z) =1 entdo

wr(z,z) =1;

Conectada: Uma relacio é conectada quando para todo x e y em S o seguinte for verdade: Se
x # y entdo ou xRy é vélido ou yRx é;

Unica a esquerda: Uma relacio é deste tipo quando para todo z, y e z em S tivermos que se
xRz é valido e yRz também entdo = = y.

Unica a direita: Uma relacio é deste tipo quando para todo z, y e z em S tivermos que se Ry
é véalido e Rz também entdo y = z.

Bi-tinica: Uma relag@o que é tUnica a esquerda e & direita é chamada de bi-tnica.
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Exemplo 3.13: Seja R uma relacdo binaria definida entre elementos de um mesmo conjunto,
ou seja R(X,X). Considere que o conjunto X seja o conjunto de disciplinas de um curso de
graduagdo, e a relacdo R seja definida como é pré-requisito de . Podemos entdo dizer que esta
relacdo é anti-reflexiva porque nenhuma disciplina é pré-requisito dela mesma. A relagdo também
é transitiva por que se uma disciplina é pré-requisito de uma outra que por sua vez é pré-requisito
de uma terceira entdo a primeira disciplina é obviamente um pré-requisito da terceira. Temos que
se uma disciplina é pré-requisito de uma outra, o reverso nunca ocorrerd, portanto a relagao é
assimétrica.

3.3.2.1 Relagoes de Equivaléncia e Tolerancia

Uma relagao classica binaria R(X, X) que é reflexiva, simétrica e transitiva é chamada de relagao
de equivaléncia. A Figura 3.3 mostra em forma de grafo relagbes reflexivas, simétricas e transitivas.
Relagoes de equivaléncia sdo importantes em reconhecimento de padroes e controle. Para cada

0 8
S

(a) Reflexiva (b) Simétrica (b) Transitiva

Figura 3.3: Grafos ilustrando as propriedades de reflexividade, simetria e transitividade.

elemento x € X, podemos definir um conjunto A,, que contém todos os elementos y de X que sao
relacionados a x pela relacao de equivaléncia. O conjunto A, pode ser definido formalmente como

Ar ={y | (z,y) € R(X, X)}.

O elemento x é parte de A, devido a propriedade de reflexividade. J4 que R é transitiva e simétrica,
cada elemento de A, é relacionado com cada um dos outros elementos. Nenhum elemento de A,é
relacionado com outro elemento que nao esteja em A,. Este conjunto é definido como uma classe
de equivaléncia de R(X, X) com respeito a x.

Exemplo 3.14: Vamos considerar a relagdo R(X, X) no conjunto X = {1,2,3,4,5,6, 7}, definida
como z e y tém o mesmo resto quando divididos por 3. Podemos listar todos os pares de niimeros
que compodem a relacio, que sdo:

R={(1,1),(1,4),(1,7),(2,2),(2,5), (3,3), (3,6), (4,1), (4,4), (5,2), (5,5), (6,3), (6,6), (7, 1), (7,4), (7, 7)}

Claramente esta relagao é reflexiva, simétrica e transitiva e portanto é uma relagdo de equivaléncia.
As trés classes de equivaléncia definidas para esta relagdo sdo as seguintes:

A = A = A = {1,417
Ay = A5 = {2,5)
A; = Ag = {3,6}

A Figura mostra o grafo que representa esta relacao.

Uma relacdo de equivaléncia divide em grupos separados elementos que sdo equivalentes se
levarmos em conta a definicao da relacao.

Relagoes, em um universo X, que apresentam as propriedades de reflexividade e simetria sdo
chamadas de relagao de tolerancia ou de proximidade.
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{ {
[ {

Figura 3.4: Grafo de uma relagdo de equivaléncia.

Exemplo 3.15: Suponha que em um circuito eletrdnico é composto de cinco modulos inter-
conectados. Um engenheiro esta procurando dispor estes médulos em uma pastilha levando em
conta fatores tais como: numero de interconexbes entre os médulos e com o mundo exterior,
tamanho dos modulos, etc. Estes modulos podem ser enumerados como elementos do conjunto
M = {m1, ma, m3,myg, ms}. A relacdo entre estes médulos pode ser expressa pela relagio

Iy

Il
OO O = =
_ o O = =
OO R OO
o= O OO
_o0 OO

Esta relacdo é reflexiva e simétrica e portanto uma relagdo de tolerancia ou proximidade, e
pode ser expressa no grafo mostrado na Figura . A Figura indica que os médulos 3 e 4 podem ser
colocados livremente na pastilha por que o nivel de interconexao entre eles e os outros médulos
nao é importante e ndo que eles nao estao inter-conectados com os outros.

3.3.3 Operacoes com Relagoes Classicas

Sejam R e S duas relagdoes no universo Cartesiano X x Y, e defina a relacdo nula e a relagao
completa como as matrizes relacdo O e E mostradas abaixo.

0 0 0 11 -1
0= _ E= , (3.5)
00 -+ 0 11 -1

Um tipo especial de relagdo é a relagdo identidade (I), que relaciona cada elemento com ele
mesmo. Para um universo Cartesiano X x X a relacdo identidade pode ser representado, por
exemplo, pela matriz

10 0
01 --- 0

I = ] (3.6)
0 0 1

A transposicdo de uma matriz relagio (R~!) fornece a matriz da relacdo inversa de R e é
definida como
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~

(D
SOMOD

Figura 3.5: Grafo de uma relagdo de tolerancia

,UR—I(y7$) == UR(mvy) (37)

onde up e pwr-1 podem valer 0 ou 1.
(RYH™ ' =R (3.8)

Entao se a relagdo R é definida pela matriz relagdo 3.9

:uR(mlvyl) :uR(xlva) ,UR(mlayn)
NR(332791) ,UR($2792) ,UR(Q:Q;Z/TL)

R— _ (3.9)
,UR(xma yl) ,UR(mm; y2) T ,MR(J?m, yn)

a relacdo inversa de R, que é R~ 'tem a matriz relacdo3.10

MR(fClayl) MR(CC%?Jl) ﬂR(xmayl)
MR(CC173J2) MR(58273J2) ﬂR(xmay2)

R7!'= ) (3.10)
MR(ﬁChyn) MR(ﬁﬁ%yn) NR(xmayn)

Podemos definir as seguintes operagoes entre relacoes classicas:
Uniao: RUS — prus = pr(z,y) vV us(z,y)
Intersecgdo: RNS — pgns = pr(z,y) A ps(z,y)]
Complemento: R — up(z,y) =1 — pr(z,y)
Contém: RC S — pr(z,y) < ps(z,y)
Identidade: ) - Oe X — E

Para estas operagoes com relagoes que acabaram definidas valem as seguintes propriedades:
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Comutatividade: RUS=SUR, RNS=SNR

Associatividade: RU(SUT)=(RUS)UT,RN(SNT)=(RNS)NT
Distributividade: RU(SNT)=(RUS)N(RUT), RN(SUT)=(RNS)U(RNT)
Involugao: R=R

Idempoténcia: AUA=A ANA=A

Identidade: AUD=A, ANX =4, AN0=0, AUX =X

3.3.4 Composicao de Relagcao Classicas

Suponha que exista uma relacdo R que mapeia elementos de um universo X em um universo
Y, e uma outra relagdo S que mapeia elementos do universo Y no universo Z.. Composicao é a
relagdo que mapeia os mesmos elementos de X nos mesmos elementos de Z, como esté indicado
na Figura 3.6. Ha diversas maneiras de obter a composi¢ao de duas relagoes, sendo a mais comum

R S

T

Figura 3.6: Composicido de Relagoes

a chamada composi¢do maximo-minimo. Outras maneiras sdo encontradas sdo maximo-produto e
méximo-média.

3.3.4.1 Composicao Max-Min

A operacao de composicao de duas relacoes obtida a partir das operacoes de maximo e minimo é
maneira mais comum de se obter composi¢ido. A composi¢do das relagdes R e S (R o S) é uma
nova relagdo no produto Cartesiano X x Z definida pela férmula

RoS= max[min(ug(x,y), us(y, 2))]/(x, 2) (3.11)
Xxz Y

onde o simbolo o significa a composi¢ao das relacoes R e S. Quando o produto Cartesiano é
discreto o simbolo de unido pode ser substituido pela soma e a férmula fica

RoS= 3 maxmin(ur(x.y). ps(y.2))/(x.2) (3.12)
XxZ

da formula acima podemos verificar que o grau de inclusdo de cada par de elementos na nova
relacdo vale

#Ros (2, 2) = max(min(ur(,y), us (Y, 2))] (3.13)
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A operagio de célculo dos graus da inclusdo dos elementos na relagdo é calculado de forma
similar a uma multiplicagao de matrizes onde a operagdao de minimo corresponde a multiplicagao
e a de maximo a soma.

Exemplo 3.16:

Como exemplo deste célculo vamos considerar as relagdoes R e S que ligam os valores z; aos
valores y; e os valores y; aos valores z;, mostradas na Figura 3.7, cujas matrizes de relagdo estao
mostradas em 3.14 e 3.15 respectivamente.

X ()

Figura 3.7: Relagbes R e S.

pr(i,y1) pr(Ti,y2) wpr(T1,Y3) 110

R— pr(z2,y1) kr(T2,Y2) MHR(T3,Y3) _ 010 (3.14)
pr(3,y1) kr(T3,y2) wHr(T3,Y3) 0 01 ’
pr(Ta,y1)  HR(T4,Y2)  pr(T4,Y3) 0 0 1

ps(yi,z1) ms(yi,z2)  ps(yi, zs) 1 00
S=| us(y2,21) ps(ye,22) wps(y2,23) | =10 0 1 (3.15)
ps(yss z1)  ps(ys, 22)  ps(ys,23) L 0o

A composigao entre estas duas relagbes utilizando-se a formula 3.13 fornece a seguinte matriz

RoS =

— =0
o O OO
O O ==

que corresponde ao diagrama da Figura 3.8. Observe os caminhos entre os pontos de origem e os
de destino nas duas figuras (3.7 e 3.8) e verifique como eles estdo relacionados da mesma maneira.

3.3.4.2 Composicao Maximo-Produto

Neste tipo de composicdo a operacdo de produto substitui a funcdo de minimo. Deste modo a
equacao de composicao fica
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X - 1

@,

0100

Figura 3.8: Diagrama da relacdo Ro S

R-S= | maxlup(z,y) - ps(y,2)]/ (@ 2) (3.16)
Xxz Y

Para universos discretos o sinal de integracdo é substituido pelo sinal de somatério. O valor da
funcao de inclusao da relacdo de composicao vale

#ros (v, 2) = max{up(z, y) - ps(y, 2)] (3.17)

3.3.4.3 Composicao Maximo-Média

Na composi¢ao méximo-média a operagdao de minimo é substituido pela média aritmética como
esté indicado na férmula 3.18 abaixo

R<+>5= max{%[uR(x, W) + s (v, )]}/ (@, 2) (3.18)
Xxz Y

e a funcdo de inclusdo vale
1
pros(x, 2) = max{z [ur(z,y) + ps(y, 2)I} (3.19)

3.3.5 Relacoes Nebulosas

Em relagoes nebulosas os elementos podem estar relacionados parcialmente, assim como um ele-
mento pode pertencer a um conjunto somente até um certo valor. Relagoes nebulosas sao conjuntos
nebulosos definidos em produtos Cartesianos de conjuntos classicos, ou seja o Universo de Dis-
curso deixou de ter somente uma dimensdo (X) para ser multi-dimensional (X xY x Z x --).
Do mesmo modo que fizemos com conjuntos nebulosos podemos representar relacbes nebulosas
mostrando os valores relacionados e o seu grau de relagdo como estd indicado na equagao 3.20,
exemplo de relagao binéaria .

R={(z,y), ur(z,y)} (3.20)
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Um modo de representar a relagao é indicar cada uma das t-uplas da relacao e seu grau de relacao,
isto é
R= > g/ (@) (3.21)
(zi,y:) EX XX

onde o somatdrio indica que a relagdo R é formada pela unido de todos os elementos pg (z;, y;)/ (24, yi)-
Para um produto Cartesiano continuo teriamos

R= /X une9)/(@.) (3.22)

Podemos também representar uma relacdo binédria m x n por meio de uma matriz com a
seguinte forma

pr(ry,y)  p@,y2) o pr(T1Y0)
NR(332791) ,UR($2792) ,UR(Q:Q;Z/TL)

R = . . . . (3.23)
,UR(xma yl) ,UR(mm; y2) T ,MR(J?m, yn)

As relagoes nebulosas nula e completa O, E e I tém a mesma definicdo das relacdo classicas
indicadas nas matrizes das equacdes em 3.5 e 3.6respectivamente. Assim como relagbes classicas
tém relacoes inversas, as relacdes nebulosa tém as suas inversas definidas do mesmo modo. Por-
tanto a transposicdo de uma matriz relagdo (R?) fornece a matriz da relagdo inversa de R e é
definida como

prr(T,y) == pr(z,y) (3.24)
e
(RHT =R (3.25)
Entao se a relagao R é definida pela matriz relagao 3.26

MR(fClayl) MR(58173J2) T NR(xla yn)

MR(fC?ayl MR(96273/2 cee MR(fC%yn
R = . (3.26)

PR(Tm, Y1 UR(Tm,Y2 - BUR(TmsYn

a relacdo inversa de R, que é R”tem a matriz relacio3.27

:uR(xlvyl) ,UR(l’QaZ/l) ,UR(mmayl)

T :uR(xlva) :uR(mQayQ) MR(ﬂfm,yQ)
RT = _ (3.27)

pr(1,Yn)  pR(T2,Y0) o BR(Tms Yn)

3.3.6 Propriedades de Relagoes Nebulosas

Seja S um produto Cartesiano de dois conjuntos X e Y (S = X xY) e x um elemento de X
e y um elemento de Y. Consideremos R uma relagdo nebulosa em S. Esta relacdo pode ter as
seguintes propriedades:

Reflexiva: Uma relagdo R nebulosa é reflexiva se para qualquer elemento x de S a relagdo xRx
for valida, isto é o par (z,z) também pertencer a relagdo, ou seja ur(z,z) = 1;

Anti-reflexiva: Uma relagdo é anti-reflexiva se ndo houver um elemento x em S para o qual zRx
for valido;

Simétrica: Uma relacdo é simétrica se para todo = e y em S forem véalidas as expressoes xRy e
yRu;
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Assimétrica: Uma relagdo é assimétrica se ndo houver elementos = e y em S para os quais zRy
e yRx forem expressoes validas;

Anti-simétrica: Uma relagao é anti-simétrica se para todo z e y em S acontecer que se xRy e
yRx forem validos entdo x = y;

Transitiva: Uma relagdo é transitiva se para todo x, y, e z em S tivermos que se xRy for valido
e yRz também valido entao xRz é valido também;

Conectada: Uma relagdo é conectada quando para todo x e y em S o seguinte for verdade: Se
x # y entdo ou xRy é valido ou yRx é;

Unica a esquerda: Uma relacio é deste tipo quando para todo z, y e z em S tivermos que se
xRz é valido e yRz também entdo = = y.

Unica a direita: Uma relacio é deste tipo quando para todo z, y e z em S tivermos que se xRy
é valido e zRz também entao y = z.

3.3.7 Operagoes com Relacoes Nebulosas

Sejam R e S duas relacoes nebulosas no universo Cartesiano. Podemos definir as seguintes opera-
¢Oes entre relacoes nebulosas:

Uniao: RUS — prus = pr(z,y) vV us(z,y)

Intersecao: RNS — pupns = pr(z,y) A ps(z,y)

Complemento: R — px(z,y) =1— pr(z,y)

Contém: RC S — pugr(z,y) < pus(z,y)

Identidade: ) -~ O e X — F

Para estas operagoes com relagoes que acabaram definidas valem as seguintes propriedades:
Comutatividade: RUS=SUR, RNS=SNR

Associatividade: RU(SUT)=(RUS)UT,RN(SNT)=(RNS)NT
Distributividade: RU(SNT)=(RUS)N(RUT), RN(SUT)=(RNS)U(RNT)
Involugao: R = R

Idempoténcia: AUA=A ANA=A

Identidade: AUD=A, ANX =A, ANP=0, AUX =X

Como acontece com os conjuntos nebulosos, as relagoes nebulosas também nao obedecem as leis
da exclusdao do meio e contradicdo, j4 que podemos ter sobreposicao entre uma relagdo e o seu

complemento. Deste modo temos que .
RNR#E (3.28)

RUR#O (3.29)

Exemplo 3.17:

Suponha que nos temos as duas relagbes (R e S) indicadas nas Tabelas 3.30 e 3.31. O problema
é calcular a Unido e Intersecao entre estas relagoes. Isto é, se R corresponde a relacao z é igual a
y e S arelagdo = é maior que y, queremos obter R|J.S, que significa « é igual a y ou = é maior
que y e R[S, que significa x é igual a y e x é maior que y. Devemos tomar cuidado com algumas
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destas operagOes pois elas podem resultar em dados que ndo tem significado seméntico de real
significado. No caso temos que o resultado da operagdo de intersecdo pode ser interpretado como
x é igual a y em certa medida e também maior que y em certo grau.

R (xéigualay) =

ST W N

S (z émaior quey) =

T W N -~

6

1
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

1
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

2
0.8
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

2
0.0
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8

3
0.6
0.8
1.0
0.8
0.6
0.4

3
0.0
0.0
0.0
0.2
0.4
0.6

4
0.4
0.6
0.8
1.0
0.8
0.6

4
0.0
0.0
0.0
0.0
0.2

0.4

5
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
0.8

)
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.2

6
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0 |

6
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0 |

(3.30)

(3.31)

A unido das relagdes R e S é formada escolhendo-se o maior valor dos dois graus de inclusao
nas relacoes e a intersecao a partir dos menores valores, obtendo-se os resultados mostrados nas
matrizes 3.32 e 3.33.

RU S [(zigualy) OU (x maiory)] =

RN S[(zigualy) E (x maiory)]

O UL W N =

1
1.0
0.8
0.6
0.6
0.8
1.0

1
0.0
0.2
0.4
0.4
0.2

T W N

0.0

0.8
1.0
0.8
0.6
0.6
0.8

0.0
0.0
0.2
0.4
0.4
0.2

0.6
0.8
1.0
0.8
0.6
0.6

0.0
0.0
0.0
0.2
0.4
0.4

0.4
0.6
0.8
1.0
0.8
0.6

0.0
0.0
0.0
0.0
0.2
0.4

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
0.8

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.2

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0 |

(3.32)

(3.33)

3.3.8 Composicao de Relagoes Nebulosas

Suponha que exista uma relacao R nebulosa que mapeia elementos de um universo X em um
universo Y, e uma outra relacdo nebulosa S que mapeia elementos do universo Y no universo
Z.. Composigdo é a relagdo que mapeia os mesmos elementos de X nos mesmos elementos de Z.
Relagbes nebulosas podem ser compostas entre si para formar uma outra relacdo de diferentes
maneiras. A operagdo principal quando estabelecemos composicGes é calcular os graus de inclusio
na relacdo entre os elementos de X e de Z.

3.3.8.1 Composicao Max-Min

A operacao de composicdo de duas relagdes nebulosas obtida a partir das operagoes de max (V) e
min (A) é maneira mais comum de se obter composi¢do. A composicio das relagbes Re S (Ro S)
é uma nova relagdo no produto Cartesiano X x Z definida pela férmula

RoS="7% \/lur(@.y) Aus(y, 2)]/(x,2)

XXZ y

(3.34)
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onde o simbolo osignifica a composi¢ao das relagdes R e S. Quando o produto Cartesiano é discreto
o simbolo de unido pode ser substituido pela soma e a formula fica

RoS =Y \lur(z,y) A ps(y, 2)]/(z,2) (3.35)

XXZ vy

da férmula acima podemos verificar que a fun¢do de inclusdo de cada par de elementos na nova
relacao vale
pros(t,2) = \[[ur(2,y) A ps(y, 2)]. (3.36)
y

A operagio de célculo dos graus da inclusdo dos elementos na relagdo é calculado de forma
similar a uma multiplicacao de matrizes onde a operagdao de minimo corresponde a multiplicacao
e a de méximo a soma. Este tipo de operagao é largamente empregada em aplicacoes de controle
que usam légica nebulosa.

Exemplo 3.18:

Vamos considerar as duas relagoes R e S mostradas na Figura 3.9, cujas matrizes de inclusao
sd0 mostradas nas matrizes 3.37 e 3.38. Para encontrar a composi¢ao das relagbes T = Ro S,
vamos empregar a férmula max-min de composicdo (3.36) para encontrar a matriz de inclusdo que
representa a relagao 7.

As matrizes R e S sdo as seguintes:

pr(r1,v1) pr(z1,y2) pr(T1,ys) 1.0 0.8 0.6
R— pr(x2,y1) pr(T2,y2) pr(z,ys) | _ | 08 1.0 0.8 (3.37)
pr(w3,y1)  pr(xs,y2) wr(Ts,ys) 06 08 1.0 '
pr(Ta,y1) pr(Ta,y2) pr(z4,ys) 04 06 0.8
e
us(y1,21) ps(yi,22) ws(yi,z3) ws(yi, 2z4) 1.0 0.8 0.6 04
S = | us(ya,21) ps(ya, 22) ps(y2,23) ps(y2,24) | = | 08 1.0 0.8 0.6 (3.38)
ps(ys,z1)  ms(ys, z2) ps(ys, z3) ps(ys,24) 06 0.8 1.0 0.8

Figura 3.9: Relacoes R e S.
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A composi¢ao destas duas relacoes fica igual entdo a

1.0 0.8 08 0.6
08 1.0 0.8 0.8
T=ReS=1,g 08 1.0 08 (339)

0.6 0.8 0.8 08

e o diagrama correspondente a esta relacao estd mostrado na Figura

Figura 3.10: Diagrama da relagao T’

3.3.8.2 Composicao Maximo-Produto

Neste tipo de composicdo a operagao de produto substitui a funcdo de minimo. Deste modo a
equacgao de composicao fica

R-S= /X y \y/[um,y) s, 2)/ (& 2) (3.40)

Para universos discretos o sinal de integracdo é substituido pelo sinal de somatério. O valor da
funcao de inclusao da relacdo de composicao vale

pros(@,2) = \/[ur(z,y) - ns(y, 2)] (3.41)

3.3.8.3 Composicao Maximo-Média

Na composi¢ao méximo-média a operacdo de minimo é substituido pela média aritmética como
estd indicado na férmula 3.18 abaixo

Ret>8= [ \(lunte) + st 2]} /@.2) (542)

e a funcao de inclusao vale
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Capitulo 4

Variaveis Nebulosas

4.1 Variaveis Nebulosas Linguisticas

Para descrever a medida de um fenémeno do mundo real, como a faixa de renda de uma familia,
precisamos de juntar varios conjuntos nebulosos.

Por exemplo, para a renda da familia terfamos de definir os conjuntos baixa, média e alta
rendas. € importante notar que as defini¢oes dos conjuntos podem se sobrepor, permitindo que
uma familia seja classificada como pertencente a dois conjuntos, com graus de inclusdo diferentes
ou mesmo iguais. Este processo de defini¢cdo inclui escolher as formas das fun¢oes de inclusdo,
isto & a semantica do conjunto. Outro ponto importante é definicdo do Universo de Discurso da
variavel.

Uma vez que cada conjunto e a sua forma seja definida temos a definicdo completa da varidvel
nebulosa.

Vamos considerar um outro exemplo. A varidvel nebulosa temperatura (T) pode ser definida
como o conjunto de termos

T = {gelado, frio, normal, morno, quente}
e cada um destes termos, que é um conjunto nebuloso, tem a sua funcdo de inclusao definida como

indicado na Figura 4.1.

gelado
frio

normal quente

monNo

-30 +100

Figura 4.1: Variavel nebulosa temperatura.

Defini¢ao 4.1 Variavel Nebulosa: Uma varidvel nebulosa é definida pela quddrupla: {X, R, U, M}
onde:
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X & o nome simbolico da varidvel, por exemplo, idade;

R & o conjunto de rotulos, isto é o conjunto de nomes da variavel idade, por exemplo: {novo, velho, meia—
idade}

U é o Universo de Discurso sobre o qual a variavel esta definida, por exemplo, 0 até 150;

M sao as regras semanticas que indicam o significado de cada rétulo em R

Exemplo 4.19: Considere o exemplo da classificacdo dos bons alunos. Vamos agora fazer uma
classificacdo que enquadre todos os alunos.

Neste caso teremos entdo a variavel nebulosa X = alunos. O conjunto de termos ou rotulos
da variavel alunos é composto pelos seguintes termos

R = {péssimos, ruins, médios, bons, excelentes}

O Universo de Discurso sobre o qual X é definido esta entre 0 e 10 e as regras seménticas para
associar os significados, ou as fungoes de inclusao estao ilustradas na Figura 4.2.

A
1
pessimos excelentes
regul
ruins bons
0 -
1 2 3 45 6 7 8 9 10

Notas
Bons aunos

Figura 4.2: Variavel nebulosa correspondente a classificagdo de um aluno em fungdo de sua nota.

4.1.1 Terminologia de Variaveis

Da mesma maneira que os conjuntos nebulosos possuem um conjunto de propriedades impor-
tantes, as variaveis nebulosas também tém algumas propriedades importantes que precisam ser
apresentadas.

Definicao 4.2 Completude:
Uma varidvel nebulosa é completa se para cada © € X existe um conjunto nebuloso tal que:

pu(z) >0

Obviamente, quando uma varidvel nebulosa nao é completa, ha entradas para as quais nao
haver4 interpretagao lingiiistica ha partir do conjunto de termos e portanto a saida de qualquer
sistema que é baseado nestes termos serd indefinida.

A Figura 4.3 mostra uma variavel nebulosa completa e uma nao completa.

Definicao 4.3 Particao da Unidade: A varidvel nebulosa forma uma em particio da unidade
(algumas vezes chamada de particio nebulosa) se para cada entrada x

ZﬂAi(x) =1

onde p € o numero de conjuntos nebulosos a que o valor x pertence.
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1 (X) M (X)

Variavel Completa Variavel Incompleta

Figura 4.3: Variavel nebulosa completa e ndo completa.

Esta é uma condicdo mais forte que Completude e condicao suficiente para Completude é que
a varidvel nebulosa forme uma particdo da unidade.

A particdo da unidade esta associada com a sobreposicdo dos conjuntos nebulosos. A Figura
4.4 ilustra como dois conjuntos se sobrepoem. Observar que no ponto de méxima sobreposi¢ao o
valor da soma dos valores das fun¢oes de inclusdo é um.

Nao ha um algoritmo preciso para determinar o maximo ou minimo grau de sobreposicao ,
no entanto esta sobreposi¢ao deve refletir 0 mais corretamente possivel a semantica da varidvel
associada.

Esta sobreposi¢ao nao é uma imposi¢ao da teoria da légica nebulosa, mas deve refletir a reali-
dade de cada um dos conjuntos envolvidos.

A experiéncia mostra que a sobreposi¢do entre os conjuntos varia entre 25% e 50% das bases
do conjunto. Na Figura 4.4 o grau de sobreposi¢io vale 50%.

1.0
075« - ____

0-5 < _____

025 ____/___ .

X x+y)/2 y
Figura 4.4: Sobreposi¢io de 50% em conjuntos nebulosos.

Para um grau de sobreposi¢ao de 50%, o ponto onde ocorre o grau méximo de inclusdo para
um conjunto representa o ponto de minimo grau de inclusao para os conjuntos vizinhos.

Qualquer variavel nebulosa completa pode ser transformada em uma variavel nebulosa que
forma uma parti¢do da unidade normalizando-se as func¢des de inclusao de acordo com a férmula:

() = /’LA'i(x)
14, (x) S ia, () (4.1)

paracadai=1,...,p.
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Capitulo 5

Sistemas de Inferéncia Nebulosos

5.1 Introducao

Nos capitulos anteriores vimos as defini¢coes bésicas de légica de nebulosa, aprendemos a operar
com conjuntos nebulosos. Vimos como podemos escolher entre diferentes maneiras de executar
as operacoes sobre conjuntos. Neste capitulo iremos mostrar como utilizar estes conceitos bésicos
para construir sistemas especialistas.

5.2 Conceitos Basicos de Sistemas Nebulosos

A base do pensamento nebuloso sdo as regras que estabelecem relacoes entre diversas variaveis
nebulosas e uma ou mais regides ou conjuntos nebulosos.
Estas regras sao do seguinte tipo:

A temperatura esta quente.

Se a velocidade estd muito alta entao frear muito forte.

Os termos em negrito sdo as variaveis e os conjuntos nebulosos.
Em termos gerais cada regra tem a forma

Sex1é AL AND --- ANDx, é Al entaoy é B’ (5.1)

Na equagao 5.1 A; indica o conjunto nebuloso i da varidvel nebulosa A; e B’ é o conjunto
nebuloso da varidvel de saida.

Um sistema nebuloso é entdo um conjunto de regras do tipo se-entao que mapeia entradas
(velocidade) em saidas (frear). Estas regras definem regiGes no espago entrada x saida (X x Y).
Um sistema nebuloso F' : X — Y aproxima a func¢do f : X — Y cobrindo seu gréafico com
fragmentos ou remendos (\emph{patches}) que se sobrepem. Cada regra determina um remendo.
A aproximagao da func¢do melhora a medida que os fragmentos aumentam em niimero e diminuem
em tamanho como estd indicado na Figura \ref{f:frag}.

O conjunto de regras trata de conjuntos nebulosos (quente, alto, rapido, caro, etc), no entanto
tanto as entradas do sistema como suas saidas sao varidveis escalares. Por exemplo, o sistema
recebe como informacgdo uma temperatura de 35° e ndo temperatura quente, ou altura de 1.73
cm e ndo altura média. A mesma coisa acontece na saida. O sistema de controle nebuloso deve
fornecer um comando escalar e ndo um rétulo nebuloso. Por exemplo, a velocidade do motor deve
ser 1200 rpm e nao velocidade rapida. Por esta razdo temos que inserir um médulo que nebulisa os
valores de entrada e outro que transforma as respostas nebulosas em respostas escalares na saida.
A Figura \ref{f:sisneb} mostra um diagrama em blocos de um sistema nebuloso.

Vamos considerar o exemplo de construir um sistema que controle a temperatura de um ambi-
ente aumentando ou diminuindo a velocidade do motor do aparelho de ar-condicionado. Segundo
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Y Y

X
X
(a) Aproximacao menos precisa (b) Aproximacao mais precisa

Figura 5.1: Graficos mostrando como aumentar a precisao da aproximagao nebulosa.

Entradas Saidas
Escalares . i Escalares
Nebulisador Avaliador Desnebulisado
—lp - de Regras o - o

Difusas

Banco
de Regras
Difusas

Banco
de
Semanticas

Figura 5.2: Diagrama em blocos de um sistema nebuloso.

a defini¢do de variavel nebulosa dada em \ref{d:varneb} o primeiro passo é criar as variiveis ne-
bulosas. Para isto devemos definir as varidveis e seus nomes simbélicos. Neste exemplo teremos a
varidvel nebulosa de entrada temperatura que representa a temperatura ambiente do local a ser
refrigerado e a de variavel de saida velocidade que representa a velocidade do motor do aparelho
de ar-condicionado.

O proéximo passo é definir os conjuntos nebulosos (rotulos) de cada uma destas duas variaveis,
que sdo sub-conjuntos dos espacos de entrada e saida. Os rétulos que definem os conjuntos
nebulosos das duas varidveis sdo os seguintes:

temperatura {gelado, frio,normal, quente, fervendo}

velocidade = {pare,lenta, média, rapida, disparada}

Os Universos de Dominio das variaveis temperatura e velocidade estdo mostrados nas Figuras
5.3 e 5.4.

A seguir definimos a seméntica de cada um dos conjuntos nebulosos, através de equagdes,
graficos ou enumeracio . As Figuras 5.3 e 5.4 mostram as defini¢oes destes conjuntos.

Agora definimos as regras nebulosas. Neste conjunto de regras cada conjunto de temperaturas
é associado com um conjunto de velocidades.
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Y | ) T | //1\ T 7
\ gelado / \ %%rmal / \ ferv9ndo
\
0.8 |-\ //f o) / \ /' quelte /]
\ / frio \ / \ / q 1\1\ /
\ / /
06 F \ / Ny \ /o
\ \ /
\/ \ \ / \/
A \ / \ / /)\
\
S\ A A /N
L/ \ / \
VA ANVA A
N/
/ \ \ / / \
0 / | \ / A ! / | \\
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Temperatura

Figura 5.3: Conjuntos nebulosos que definem a temperatura.

I — A T A T
\  parada \\ ﬁbrmal // \\ /disparada
0.8 F \ /o I [\ /-
\ / ]ent\@ \ // T aﬁlda /
\\\ // \ / / \\ //
06 B \\ // \\ / \\ // \\ // |
\ \ / \ /S
\\/ \ / / //
0.4 F X \ Y X =
I\ \ < a
/ \ \ / / \
/N / VA i
0.2 / \ / \\ // \ // \\
\ \ / / \
0 f N / \ \\l S\
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Velocidade

Figura 5.4: Conjuntos nebulosos que definem a velocidade.
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Capitulo 6

Sistemas Hibridos Inteligentes

Se 0 homem pensa em criar computadores que o substituam deve olhar para si mesmo. O ser
humano processa informagoes de maneira h ibrida.

Computadores atuais, que utilizam légica booleana, ndoo passam de méquinas de calcular
glorificadas, incapazes de se adaptar, de raciocinar com dados imprecisos e de aprender com a
experiéncia.

O ser humano utiliza varias formas de processamento, recebem informacoes de formatos dife-
rentes e de varios tipos.

Os sistemas de computacao somente poderdao almejar atingir alguma forma de processamento
mais inteligente caso incorporem estas capacidades.

Os sistemas inteligentes procuram incorporar mais inteligéncia aos computadores utilizando
formas de processamento que emulam algumas destas caracter isticas.

Por exemplo, os sistema nebulosos processam informagoes vagas ou mesmo definidas incom-
pletamente. Eles sdo inspiradas na forma como os seres humanos fazem afirmacoes vagas do
tipo

O dia est4 muito quente hoje, aumente a forca do ar condicionado.

Redes neurais sao inspiradas no funcionamento das células nervosas do cérebro humano. Elas tem
a incrivel capacidade de aprender com a experiéncia e sao boas em reconhecer e classificar padroes.

Os algoritmos genéticos sao baseados na lei da selecdo natural, de sobrevivéncia do mais apto.
N3ao é correto, como muitos enunciam esta lei, afirmar que sobrevivem os mais fortes. Sobrevivem
os que sao mais adaptados a superar determinadas dificuldades, e estes nem sempre sao os mais
fortes. Algoritmos genéticos procuram testar diversas soluges, procurando encontrar a que melhor
se adapte ao problema, exatamente como ocorre na natureza.

Como pode ser visto, cada uma das técnicas tem caracteristicas particulares e sdo adaptadas
a determinada classe de problemas. Estas técnicas tem também tem desvantagens que as fazem
incapazes de encontrar solugoes para determinados problemas.

Os pesquisadores tém voltado sua atencdo para sistemas hibridos onde estas técnicas combi-
nadas como forma de superar dificuldades individuais de cada técnica.

6.1 Caracteristicas de Sistemas Inteligentes

No livro (GOONATILAKE; KHEBBAL, 1995) Sistemas Inteligentes sdo analisados de acordo com
quatro caracteristicas principais: aquisicdo de conhecimentos, capacidade de explicacao, baixo e
alto nivel de raciocinio e fragilidade.

6.1.1 Aquisi ¢cao de Conhecimentos

Adquirir conhecimentos é uma parte importante no processo de desenvolvimento de qualquer Sis-
tema Inteligente e envolve extrair, interpretar e representar o conhecimento de um determinada
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area. Esta aquisi¢do de conhecimentos exige tempo e é potencialmente ndo confiavel. Os especi-
alistas acham dificil traduzir em palavras determinados tipos de conhecimentos além nio serem
auxiliares cooperativos.

Por exemplo, é dificil para um especialista explicar como estacionar um caminh3o articulado.

Além desses fatores, especialistas podem nao dispor de todo o conhecimento.

Para resolver estes problemas um sistema especialista deve usar redes neurais, que sdo capazes
de aprender a partir de dados que existem sobre o problema.

6.1.2 Fragilidade

Sistemas especialistas tém sido aplicados com relativo sucesso em alguns casos. No entanto,
muitos destes casos tem um dom inio restrito e os sistemas sdo incapazes de se adaptar caso
ocorra alguma modifica ¢do no ambiente onde ele deve atuar. Holland (HOLLAND, 1986) cunhou
o termo Fragilidade (Brittleness) para este fenomeno. Fragilidade pode ser visto como a inabilidade
dos sistemas de trabalhar com conhecimento inexato, incompleto e inconsistente.

Em sistemas especialistas conhecimento é representado por s imbolos discretos e tratado por
meio de expressoes logicas booleanas. Este tipo de tratamento é inadequado para resolver proble-
mas da vida real, onde o conhecimento é nebuloso.

Loégica nebulosa trata este problema incorporando a nebulosidade na sua légica. Nao h4 limites
rig idos entre as defini¢oes dos conceitos e as operagoes logicas sao redefinidas de maneira que é
poss ivel raciocinar utilizando afirmages que sdo vagas e imcompletas.

Redes neurais resolvem o problema do Fragilidade distribuindo o conhecimento por toda a
rede. Nenhuma parte é responsavel por tomar uma a decisdo, mas o conjunto das células que
compdem a rede toma a decisdo. Esta distribuicdo do conhecimento permite que a rede possa
tomar decisoes sobre informacoes incompletas bem como continuar a funcionar mesmo quando
partes de sua estrutura deixam de operar.

No caso de algoritmos genéticos, Holland defende que eles podem superar o problema mantendo
uma populagdo de solu\ coes, onde cada uma descreve uma parte do problema. A escolha da solug¢do
depende da histoéria do problema.

6.1.3 Baixo e Alto N ivel de Raciocinio

Sistemas especialistas sdo capazes de fornecer modelos que tratam tarefas que envolvem alto nivel
de raciocinio. Em contraste redes neurais sao capazes de executar tarefas t ipicas de baixo n ivel
de raciocinio tais como classificacao de padroes.

6.1.4 Capacidade de Explicacao

A capacidade de fornecer explicagdes sobre como a resposta fornecida foi obtida é importante em
muitos problemas.

Alguns estados americanos garantem ao cliente o direito de saber porque teve sua proposta de
seguro recusada. Em alguns pa ises garantem que tomadores de empréstimos devem ser informados
sobre os detalhes das decisoes relativas aos seus pedidos. Sistemas inteligentes aplicados & medicina
devem fornecer garantias aos seus usudrios sobre os métodos de decisao empregados.

Neste caso, sistemas implementados com redes neurais nao poderiam se empregados, ja que é
dif icil extrair regras a partir de sua estrutura. Alguns pesquisadores [gal88] estdo tentando criar
métodos que permitam extrair regras a partir dos pesos das estruturas internas.

Outra razdo é que pode ser importante que os projetistas entendam se o racioc inio empregado
estd correto.

Em sistemas nebulosos decisdes sao tomadas a partir de regras simples do tipo IF-THEN e os
usuarios podem facilmente verificar quais delas foram atividas e com que peso elas contribu iram
para a solu ¢ao final.

A tabela 6.1 mostrada em (GOONATILAKE; KHEBBAL, 1995) ilustra as propriedades compu-
tacionais de cada um dos sistemas apresentados.
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Tecnologia

Aquisi¢ao
Automatica

Fragilidade

Alto N ivel
de Raciocinio

Baixo N ivel
de Raciocinio

Explicacoes

Sist Especialistas

Sist Nebulosos

Redes Neurais

Alg Genéticos

Tabela 6.1: Funcoes Booleanas Convencionais.
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